






































































гиб	 –	 деформация,	 которой	 подвергаются	многие	 детали	механизмов	 и	 машин,		
а	 также	 элементы	 строительных	 конструкций.	 Этот	 вид	 нагружения	 проиллю‐
стрирован	 большим	 количеством	 примеров	 и	 задач,	 а	 также	 методами	 их	 ре‐
шения.	




























































































Механика	материалов,	 в	 основе	 которой	 лежит	 наука	 о	 сопро‐
тивлении	 материалов,	 представляет	 собой	 фундаментальную	 об‐
щетехническую	дисциплину,	изучаемую	во	всех	технических	вузах	





бие	 посвящено	 определенной	 теме	 и	 включает	 теоретическую	
часть	с	выводом	и	анализом	формул,	практические	примеры	и	за‐
дачи	 и	 их	 решение,	 а	 также	 вопросы	 для	 самоконтроля,	 способ‐
ствующие	самостоятельному	изучению	предмета.	
Тема	 «Плоский	 поперечный	 изгиб»	 посвящена	 изучению	 де‐
формации,	которая	часто	встречается	на	практике	и	которой	под‐
вергаются	практически	все	элементы	машин	и	механизмов,	а	так‐
же	 строительных	 конструкций.	 В	 пособии	 рассмотрены	 вопросы	
внешних	и	внутренних	сил,	построение	эпюр,	определение	напря‐
жений	 и	 деформаций,	 расчеты	 элементов	 на	 прочность	 и	 жест‐

























мента	 возникает	 шесть	 внутренних	 усилий	 (рис.	 1.1),	 которые	
определяются	 методом	 сечений	 и	 каждое	 из	 которых	 связано	 со	
своим	видом	деформации:		
	продольная	 сила	 N 	 соответст‐
вует	 деформации	 растяжения	 или	
сжатия;	
	поперечные	 силы	 xQ 	 и	 yQ 	 свя‐
заны	с	деформацией	сдвига;	
	изгибающие	моменты	 xM 	и	 yM 	
вызывают	деформацию	изгиба;	
	крутящий	 момент	 zM 	 связан		
с	деформацией	кручения.	
	













на	 перпендикулярно	 к	 продольной	 оси	 стержня,	 а	 также	 парами	
сил,	плоскость	момента	которых	совпадает	с	этой	осью	(рис.	1.2).	











ной	 силовой	 плоскости,	 проходя‐
щей	через	ось	стержня;	
	силовая	 плоскость,	 а	 значит,	
и	 силовая	 линия	 должны	 совпа‐
дать	 с	 одной	 из	 главных	 цент‐
ральных	осей	инерции	сечения.	
В	 этом	 случае	 изгиб	 балки	 бу‐
дет	происходить	в	той	же	плоско‐
сти,	 что	 и	 плоскость	 нагружения,	
т.	е.	силовая	плоскость	и	плоскость	
деформаций	 совпадают.	 Если	 вы‐
шеуказанные	 требования	 не	 вы‐














оси	 в	 соответствии	 с	 прави‐
лами	 переноса	 сил	 (рис.	 1.3).	
При	 этом	 размеры	 и	 форма	
сечения,	 а	 также	механические	 свойства	материала	 будут	 учиты‐
ваться	в	соответствующих	расчетных	формулах	при	исследовании	
балок	на	прочность	и	жесткость. 
















щая	 qR qa 	и	проходит	посередине	участка	действия	этой	нагруз‐
ки	(см.	рис.	1.4,	а);	
 для	нагрузки	 zq ,	изменяющейся	вдоль	участка	по	определен‐





q zR A q z   ,	а	координата	цен‐

































мощи	 которых	 балка	 крепится	 к	 элементам	 конструкций,	 прини‐
маемым	за	неподвижные.	Эти	устройства	называются	опорами.	
Основной	задачей	опор	является	обеспечение	для	балки	полной	




же,	 как	и	 приложенная	нагрузка,	 воздействуют	на	 балку	и	 участ‐
вуют	в	процессе	 ее	деформирования.	Поэтому	определение	опор‐
ных	 реакций	 является	 первым	и	 необходимым	шагом	 при	 иссле‐
довании	балок	на	прочность	и	жесткость.	
Конструкции	 опор,	 встречающиеся	 на	 практике,	 весьма	разно‐
образны	и	приводят	к	различному	количеству	возникающих	реак‐
ций.	Балка	согласно	принятой	схематизации	ее	формы	и	характера	
прилагаемой	 нагрузки	 представляет	 собой	 плоскую	 систему,	 по‐






Балка,	 как	 любая	 плоская	 система,	 обладает	 тремя	 степенями	






отнимая	 одну	 степень	 свободы:	 она	 не	 препятствует	 движению	
балки	вдоль	плоскости	качения	и	вращению	ее	конца	относитель‐
но	опорного	шарнира	 (рис.	 2.1,	а),	 но	 ограничивает	 перемещение		
в	 направлении,	 перпендикулярном	 к	 плоскости	 качения.	 Именно		
в	 этом	 направлении	 и	 возникает	 реакция	 AR ,	 которая	 проходит	
10	
через	центр	тяжести	опорного	шарнира	и	является	единственной	
реакцией	 для	 шарнирно‐подвижной	 опоры.	 Схематическое	 изо‐





Следует	 заметить,	 что	 возможность	 горизонтального	 переме‐









ющей	 реакцией	 R ,	 действующей	 со	 стороны	 шарнира	 на	 конец	
балки.	Но	так	как	неизвестны	ни	величина,	ни	направление	 этой	
реакции	(известна	только	точка	ее	приложения),	удобнее	заменять	
ее	 двумя	 составляющими	 AH 	 и	 AR ,	 направленными	 вдоль	 оси	 и	
перпендикулярно	к	балке	соответственно.	Таким	образом,	на	шар‐
нирно‐неподвижной	 опоре	 возникают	две	 реакции	 опоры	 –	 вер‐











Жесткая	 заделка,	 или	 защемление,	отнимает	 у	 балки	 все	 три	
степени	свободы,	накладывая	в	плоскости	действия	внешних	сил	
три	 связи,	 не	 допускающие	 ни	 линейных,	 ни	 угловых	 перемеще‐
ний	опорного	сечения.	Поэтому	в	жесткой	заделке	возникают	три	









































или	 на	 плоскости	 получает	 линейные	 и	 (или)	 угловые	 переме‐
щения	как	единое	целое,	она	называется	механизмом.	В	механике		
материалов	механизмы	 не	изучают,	 а	 перемещения	точек	от	дей‐
ствия	 сил	 рассматривают	 только	 в	 пределах	 возникающих	 в	 сис‐
теме	деформаций	при	 полной	 ее	 кинематической	 (или	 геометри‐
ческой)	неизменяемости. 
Так	 как	 положение	 системы	 в	 пространстве	 определяется	ше‐
стью	степенями	свободы,	т.	е.	шестью	независимыми	координата‐
ми,	в	направлении	которых	она	может	получать	перемещения	(три	
	Балка,	 опирающаяся	 только	 на	




	Если	 опоры	 установлены	 по	 кон‐
цам	балки,	она	называется	простой.	
	Если	 одна	 из	 опор	 установлена	 с	
отступом	 от	 конца,	 балка	 называет‐
ся	 одноконсольной,	 если	 обе	 опоры	
установлены	с	отступом	от	концов	–	
это	двухконсольная	балка.		
Балка,	 опирающаяся	 более	 чем	 на	







линейных	 и	 три	 угловых),	 то	 для	 обеспечения	 кинематической	
неподвижности	 на	 нее	 следует	 наложить	 связи,	 число	 которых	
должно	 соответствовать	 числу	 ее	 степеней	 свободы.	 Эти	 связи	
называются	необходимыми,	они	ограничивают	каждую	из	шести	










ми	 свободы	 и	 для	 обеспечения	 кинематической	 неподвижности	
требует	 наложения	трех	 необходимых	 связей,	 хотя	 часто	 в	 ре‐
альных	 конструкциях	 она	 может	 быть	 наделена	 и	 дополнитель‐
ными	связями.	
Количество	связей,	накладываемых	на	систему,	а	значит,	и	воз‐
никающих	 реакций	 опор	 определяет	 степень	 ее	 статической	 не‐
определимости.	 Как	 известно,	 система	 является	 статически	 опре‐
делимой,	если	реакции	опор	могут	быть	найдены	с	помощью	одних	
только	 уравнений	 равновесия,	 составленных	 для	 системы.	 Если	
число	опорных	реакций	оказывается	больше	числа	уравнений	рав‐
новесия,	такая	система	является	статически	неопределимой.		
Так	как	для	плоской	 системы	можно	 составить	 три	 уравнения	
равновесия,	 то	 балка,	 наделенная	 только	 необходимыми	 связями,	
является	статически	определимой	(рис.	2.7):		
	















Однако	 если	 на	 статически	 неопределимой	 балке	 установить	
промежуточный	шарнир,	он	способен	убрать	одну	лишнюю	связь	
и	 при	 установке	 необходимого	 количества	шарниров	 можно	 сде‐









Как	 показано	 на	 рис.	 2.9,	 один	
раз	статически	неопределимая	бал‐
ка	(рис.	2.9,	а)	при	установке	шар‐




























































одному	 из	 приведенных	 условий:	 0Y  	 либо	 0CM  ,	 где	 C 	 –	
любая	точка	на	балке,	отличная	от	 A 	и	B .		
При	 составлении	 уравнений	 равновесия	 направление	 реакций	
выбирается	 произвольно.	 После	 решения	 уравнений	 устанавли‐
вают	правильное	их	направление:	 если	искомая	реакция	положи‐
тельна,	значит,	ее	направление	выбрано	верно,	если	–	отрицатель‐
на,	 то	 ее	 направление	 следует	 изменить	 на	 противоположное	 и		
в	дальнейшем	реакцию	считать	положительной.		
Если	на	балку	действует	распределенная	нагрузка,	то	для	опре‐









0 : 0.AZ H  	
0 0 0: A AY R F qa R qa qa         					 2AR qa 	.	
0: 3 1,5 0A AM M m F a qa a        		
																						
2 23 3 1,5 0AM qa qa a qa     
27,5AM qa 	.			
	
	Проверка:		         0: 3 1,5 0B A AM M R a qa a m 				
													




0 : 0.AZ H  		
0: 3 1,5 02A BM m F a qa a R a         					
																	 2 23,5 3 1,5 02 2Bqa qa a qa R a       					 2BR qa 	.	
0: 2 0,5 0B AM R a m qa a F a          					
																						 2 2 22 3,5 0,5 2 0A qR a qa a qa       						 AR qa 	.	
	Проверка:		
																	 0: 0 2 2 0A BY R R F qa qa qa qa qa          .		
	
Для	 большинства	 балок,	 которые	 встречаются	 на	 практике,	
внешняя	нагрузка	приложена	перпендикулярно	к	продольной	оси,	
поэтому	 горизонтальная	 реакция	 AH 	 равна	 нулю	 и	 уравнением	
0Z  	 для	 таких	 случаев	 можно	 пренебречь.	 В	 случае	 когда	
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шении	 уравнения	 равновесия	 реакция	 AR 	 получилась	 отрица‐
тельной.	 В	 этом	 случае	 на	 расчетной	 схеме	 балки	 ее	 следует	 за‐
черкнуть,	 указать	 правильное	 направление,	 заменив	 его	 на	 про‐
тивоположное,	и	в	дальнейших	расчетах	 считать	положительной,	






шении	 задач	 является	 определение	 внутренних	 усилий,	 возникаю‐
щих	в	сечениях,	и	характера	изменения	этих	усилий	по	длине	балки.	
При	 плоском	 поперечном	 изгибе	 в	 сечениях	 балки	 возникают	
два	 внутренних	 усилия	 –	 поперечная	 сила	 Q 	 и	 изгибающий	 мо‐
мент	 ,M 	 которые	 соответственно	 сдвигают	 рассматриваемое	 се‐
чение	относительно	сечения,	смежного	с	ним,	и	поворачивают	его.		
Для	определения	Q 	и	M 	используют	метод	сечений,	применяемый		
в	механике	материалов	для	 вычисления	 внутренних	 сил	при	лю‐
бых	видах	деформирования.	Согласно	этому	методу	элемент	мыс‐






(рис.	 3.1),	 и	 в	 сечении,	 рас‐
положенном	на	 расстоянии	
z 	 от	 левой	 опоры,	 опреде‐
лим	 поперечную	 силу	 zQ 		
и	 изгибающий	момент	 zM .	







1 20 0: A zY R F F Q      					 1 2z AQ R F F   	.	
	




   1 20 : 0C A zM R z F z a F z b M         		
	
   1 2z AM R z F z a F z b     	.	
	




Рассматривая	 аналогичным	 образом	 равновесие	 части	 балки,	
расположенной	справа	от	сечения	(рис.	3.1,	б),	получаем	те	же	зна‐











внешн внешн (слева) внешн (справа) 0F F F     ,											(3.1)	

























внутр (л) внутр (п)F F   ,	
19	
что	доказывает	принцип	взаимности	внутренних	усилий,	т.	е.	пра‐







составляя	для	нее	уравнения	равновесия	и	находя	из	них	 zQ 	и	 zM .		
Определив	внутренние	усилия	в	сечениях	балки,	строят	эпюру	
поперечных	сил	и	изгибающих	моментов	–	график,	показываю‐
щий	 закон	изменения	 этих	 величин	по	 длине	 балки	и	 позволяю‐
щий	 установить	 наиболее	 опасные	 сечения,	 где	 zQ 	 и	 zM 	 прини‐
мают	 наибольшее	 значение.	 Для	 правильного	 построения	 эпюр	




няя	 нагрузка	 стремится	 повернуть	
балку	по	часовой	стрелке,	то	в	вы‐
ражении	 для	 Q 	 она	 дает	 слагаемое		
со	 знаком	 ПЛЮС	 (рис.	 3.2,	 а),	 а	 если	




няя	 нагрузка	 изгибает	 балку	 вверх	
(вызывает	сжатие	верхних	волокон),	
то	в	выражении	для	M 	она	дает	сла‐






Принятое	 правило	 знаков	 для	 M 	 не	 зависит	 от	 системы	 координат,	 но	
полностью	 соответствует	 характеру	 деформации	 балки:	 положительный	
изгибающий	момент	изгибает	ее	выпуклостью	вниз,	отрицательный	–	вверх.	








Между	 поперечной	 силой	 и	 изгибающим	моментом,	 действую‐
щими	в	сечении,	и	распределенной	нагрузкой,	приложенной	в	этом	
сечении,	имеются	зависимости,	устанавливающие	взаимосвязь	меж‐




участке	 действия	 распределенной	 нагрузки	 вырежем	 бесконечно	
малую	 ее	 часть	 длиной	 dz .	 Заме‐
ним	действие	 отброшенной	 левой		
части	 на	 оставшуюся	 силами	 zQ 		
и	 zM ,	 и	 поскольку	 поперечная		
сила	и	момент	являются	функция‐
ми	координаты	 z ,	 при	 ее	измене‐
нии	 они	 также	 будут	 изменяться,	
принимая	 в	 правом	 сечении	 уча‐
стка	 dz 	 другое	 значение,	 равное	
dz zQ Q 	 и	 dz zM M ,	 отличаясь	
для	 бесконечно	 близких	 сечений	
на	бесконечно	малую	величину	 d zQ 	
и	 d zM 	(рис.	4.1,	б).	
Приняв	 для	 внутренних	 усилий	 положительное	 направление		
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     .																															(4.2)	
	
Зависимости	 (4.1)	 и	 (4.2)	 справедливы	 при	 рассмотрении	 сечения	 z 	
слева	направо,	т.	 е.	 когда	 именно	 это	 направление	 принято	 за	 положи‐
тельное	 и	 возрастание	 координаты	 z 	 происходит	 от	 точки	 отсчета	
вправо.	 Если	 сечение	 z 	 рассматривать	 справа	 налево,	 приняв	 это	
направление	за	положительное	с	возрастанием	координаты	 z 	влево,	то	



























     .																														(4.4)	
		
Это	 вытекает	 из	 геометрического	 смысла	 производной,	 которая	 при	
заданном	значении	аргумента	равна	тангенсу	угла	наклона	касательной,	







проведенной	 к	 графику	 функции	 в	 соответствующей	 точке,	 с	 положи‐
тельным	направлением	оси	абсцисс.	Поэтому	в	 зависимости	от	того,	











ной	нагрузкой	 zq ,	 но	не	 включают	в	 себя	другие	виды	нагрузок,	
как,	например,	сосредоточенную	силу	или	момент,	которые	также	
могут	быть	приложены	к	балке.	Это	объясняется	тем,	что	в	точке	
приложения	 этих	 сил	 функции	 zQ 	 и	 zM 	 претерпевают	 разрыв		
и	 понятие	 производной	 теряет	 смысл,	 так	 как	 в	 точках	 разрыва	
функция	 не	 может	 иметь	 производной.	 Поэтому	 рассмотренные	
выше	дифференциальные	зависимости	справедливы	только	в	пре‐
делах	 участка,	 свободного	 от	 этих	 сил	 и	 моментов,	 являющихся	
его	границами.	При	переходе	через	эти	границы	происходит	скач‐
кообразное	изменение	функций	 zQ 	и	 zM ,	они	приобретают	новый	
вид,	 который	 сохраняется	 и	 подчиняется	 зависимостям	 (4.1)	 до	
следующего	скачкообразного	изменения.	






стке	 постоянна,	 а	 изгибающий	момент	изменя‐
ется	по	линейному	закону:	
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②	Если	 на	 участке	 балки	 действует	 равно‐
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Следует	 заметить,	 что	тангенс	 угла	 наклона	 эпюры	 поперечных	 сил		






то	 поперечная	 сила	 на	 участке	 изменяется	 по	
закону	 квадратичной,	 а	 момент	 –	 по	 закону	 ку‐
бической	параболы:	
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функций	 zQ 	и	 zM 	увеличивается	на	единицу.	
	
④	На	участках	балки,	где	поперечная	сила	 0zQ  ,	изгибающий	
момент	постоянный:	 zM C ,		и	здесь	имеет	место	чистый	изгиб.		
	
Дальнейший	анализ	взаимосвязи	 эпюр	 zQ 	 и	 zM 	 будет	прово‐
диться	 при	 рассмотрении	 сечений	 слева	 направо	 в	 соответ‐
ствии	с	(4.1)–(4.2),	и	все	сказанное	относительно	характера	их	из‐
менения	 справедливо	 только	 при	 таком	 направлении	 отсчета.		
В	случае	отсчета	справа	налево	все	рассуждения	о	взаимосвязи	эпюр	





⑤	На	участках	балки,	где	 0zQ  ,	момент	 zM 	алгебраически	воз‐
растает	(слева	направо),	где	 0zQ  ,	момент	 zM 	убывает.		
 
Это	вытекает	из	условия	возрастания	и	убывания	дифференцируемой	
функции:	 функция	 возрастает,	 если	 ее	 производная	 в	 данном	 интервале	
положительна,	 и	 убывает,	 если	 производная	 отрицательна.	 Так	 как	 zQ 	








Из	 математики	 известно,	 что	 выпуклость	 и	 вогнутость	 функции	
устанавливаются	 по	 знаку	 ее	 второй	 производной:	 если	 во	 всех	 точках	
интервала	вторая	производная	функции	отрицательна,	то	график	функ‐




мостей,	поскольку	 zq 	является	первой	производной	от	 zQ 	и	вто‐
рой	 производной	 от	 zM ,	 получаем	 следующий	 характер	 измене‐
ния	 эпюр	при	рассмотрении	 слева	направо:	 на	 участке	балки,	 где	
нагрузка	 zq 	направлена	вверх	(4.1),	т.	е.	положительна,	поперечная	
сила	 zQ 	будет	возрастать	(возрастающая	функция	имеет	неотри‐
цательную	производную),	 а	 эпюра	моментов	 zM 	 будет	направлена	
выпуклостью	вниз;	на	участке	балки,	 где	нагрузка	 zq 	направлена	
вниз	(4.2),	т.	е.	отрицательна,	 zQ 	будет	убывать	(убывающая	функ‐
ция	 имеет	 неположительную	 производную),	 а	 эпюра	 zM 	 будет	
направлена	 выпуклостью	 вверх.	 Таким	 образом,	 эпюра	моментов	
всегда	 получается	 направленной	 навстречу	 распределенной	 на‐
грузке.	 Точно	 так	 же	 устанавливаются	 выпуклость	 и	 вогнутость	
для	эпюры	 zQ 	при	нагружении	балки	неравномерно	распределен‐
ной	 нагрузкой:	 если	 вторая	 производная	   0"Q z  ,	 эпюра	 обра‐
щена	выпуклостью	вверх,	если	   0"Q z  	–	выпуклостью	вниз.	
25	





мум:	 в	 точке,	 где	 производная	 функции	 равна	 нулю,	 функция	 принимает	
экстремальное	 значение.	 Так	 как	 zQ 	 является	 производной	 от	 zM ,	 то		
в	сечении	 0z ,	где	поперечная	сила	равна	нулю,	момент	 экстрzM M :	
	
   0 0 экстр0
d
d
zMQ z M z M
z






–	 если	знак	поперечной	 силы	 zQ 	 при	движении	слева	направо	
изменяется	с	«+»	на	«–»	( zQ 	убывает),	эпюра	моментов	направлена	
выпуклостью	вверх	и	тогда	 экстр maxM M ;			
–	если	знак	 zQ 	изменяется	с	«–»	на	«+»	( zQ 	возрастает),	эпюра	
моментов	направлена	выпуклостью	вниз	и	тогда	 экстр minM M .		
	
Касательная,	проведенная	к	эпюре	моментов	в	точке	экстрему‐
ма,	 параллельна	 оси	 балки,	 так	 как	 согласно	 геометрической	 ин‐
терпретации	 производной	 поперечная	 сила	 равна	 тангенсу	 угла	
наклона	касательной	к	эпюре	моментов	и	при	значении	  0 0Q z  	
0tg  .	
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2zQ 	 равно	 площади	 грузовой	 эпюры	 распределенной	 на‐
грузки	 qA 	на	этом	участке.	
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Проверим	 правильность	 построенных	 эпюр	 и	 их	 соответствие	
дифференциальным	зависимостям	(4.1),	рассматривая	балку	в	сис‐
теме	координат	 ,Z Y 	слева	направо	(см.	рис.	4.5).		
	






zQ 	 постоянна,	 а	 zM 	 изменяется	 по	 линейному	 закону.	 Так	 как	
здесь	 0zQ  ,	момент	 zM 	убывает	от	
21,4qa 	до	 20,2qa .	Умень‐
шение	 ординаты	 момента	 равно	 площади	 эпюры	 zQ 	 на	 этом	
участке:	
	
2 2 20,2 1,4 1,2M qa qa qa     	и		
21,2 1,2QA qa a qa     .	
	
Тангенс	 угла	 наклона	 касательной,	 проведенной	 к	 эпюре	 мо‐
ментов	на	участке	АВ	и	совпадающей	с	этой	эпюрой	в	силу	ее	ли‐
нейности,	 равен	 поперечной	 силе	 zQ 	 на	 этом	 участке,	 как	произ‐
водной	от	 zM :		
	
















ке	 0zQ  ,	поэтому	 zM 	возрастает	от	
20,2qa 	до	 20,6qa 	и	уве‐
личение	его	ординаты	равно	площади	эпюры	 zQ :		
	
 2 2 2 20,6 0,2 0,8 и 0,8 0,8M Qqa qa qa A qa a qa        .	
	









грузка,	 поэтому	 zQ 	 изменяется	 по	 линейному	 закону,	 а	 zM –	 по	
закону	квадратичной	параболы.	На	части	участка,	где	 0zQ  ,	 zM 	
убывает,	где	 0zQ  ,	 zM 	возрастает.	Поперечная	сила	 zQ 	возрас‐
Рис.	4.5
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тает	от	значения	 1,2qa 	до	 0,8qa ,	и	увеличение	ее	ординаты	на	
участке	равно	площади	грузовой	эпюры	 qA :	
	
 0,8 1,2 2 и 2 2 .Q qqa qa qa A q a qa        	
	
Так	как	 zQ 	является	возрастающей	функцией	и	в	пределах	участ‐
ка	 изменяет	 знак	 на	 противоположный,	 эпюра	моментов	 обращена	
выпуклостью	вниз	и	 в	 сечении	 0 1,8z a ,	 где	 0zQ  ,	 на	 эпюре	мо‐
ментов	имеет	место	экстремум,	т.	е.	 2экстр min 0,52M M qa   .	 Тан‐
генс	угла	наклона	касательной,	проведенной	к	эпюре	 zQ 	и	совпа‐
дающей	с	этой	эпюрой	в	силу	ее	линейности,	равен	интенсивности	
нагрузки	q 	на	этом	участке	как	производной	от	 zQ :		
	
3 0,8 0,8tg /qa a q   . 
 
Рассмотренная	взаимосвязь	между	эпюрами	поперечных	сил	и	








ние,	 что	 может	 быть	 использовано	 как	
при	построении	эпюр,	так	и	для	контроля	
их	правильности:					
	если	 к	 балке	 приложена	 сосредото‐
ченная	 сила	 (в	 том	 числе	 и	 реакция	 опо‐
ры),	на	эпюре	поперечных	сил	будет	 ска‐
чок	по	направлению	этой	силы	при	пере‐
ходе	 к	 смежному	 участку	 слева	 направо,	
равный	 ей	 по	 величине,	 а	 на	 эпюре	 мо‐
ментов	–	излом	навстречу	этой	силе,	воз‐











ке	 приложения	 момента,	 а	 значит,	 не	 изме‐
нится	и	угол	наклона	ветвей	эпюры	 M 	к	оси	
абсцисс.	 Но	 эта	 параллельность	 нарушается,	





мент	будет	равен	моменту	m ,	т.	е.	M m .	Если	в	указанных	сечениях	
момент	не	приложен,	то	здесь	на	эпюре	моментов	 0M  ;	
	
	поперечная	сила	в	сечениях	балки,	лежащих		на		опорах,	равна	







Правильное	 построение	 эпюр	 поперечных	 сил	 и	 изгибающих	
моментов	является	крайне	важным,	так	как	позволяет	устанавли‐
вать	 на	 балках	 опасные	 сечения	 и	 проводить	 необходимые	 рас‐
четы	 на	 прочность.	 Опасным	 с	 точки	 зрения	 прочности	 обычно	
считается	 сечение,	 где	 действует	 наибольший	 изгибающий	 мо‐
мент.	Однако	иногда	опасность	может	представлять	также	сечение	
с	наибольшей	поперечной	силой	или	другое,	в	котором	Q 	и	M 	хо‐




характерным	точкам	методом	прохода,	 а	 также	 способом	 сложе‐












начало	 координат	либо	 в	 левом,	 либо	 в	 правом	крайнем	 сечении	
балки	и	рассматривать	координату	сечения	 z 	соответственно	ли‐
бо	 слева	 направо,	 либо	 справа	 налево.	 Сечения	 следует	 брать	 на	
каждом	 участке	 балки,	 задавая	 границы	 его	 изменения,	 а	 затем	
подставляя	эти	значения	в	выражения	 zQ 	и	 zM 	для	данного	уча‐
стка.	По	полученным	данным	строятся	эпюры	в	соответствии	с	осо‐
бенностями,	рассмотренными	выше.	Эпюры	строятся	на	оси	балки:	
в	 выбранном	 масштабе	 перпендикулярно	 к	 оси	 положительные	
значения	 zQ 	 и	 zM 	 откладываются	вверх,	 отрицательные	–	 вниз.	
Штриховка	 выполняется	 перпендикулярно	 к	 оси,	 поскольку	 каж‐
дая	ее	линия	представляет	собой	ординату	(значение)	внутренне‐
го	усилия	в	данном	сечении.	Знак	«+»	или	«–»	указывается	только	




построении	 эпюр	 необходимо	 одновременно	 осуществлять	 конт‐
роль	их	правильности,	опираясь	на	дифференциальные	зависимо‐





Рассмотрим	 балки	 под	 действием	 только	 одной	 нагрузки	 (мо‐
мента	 m ,	 либо	 сосредоточенной	 силы	 F ,	 либо	 равномерно	 рас‐








це	 консоли	 сосредоточенным	 момен‐
том	m 	(рис.	5.1).	Устанавливаем	начало	
координат	 в	 правом	 крайнем	 сечении		
и	рассматриваем	сечение	 z 	от	свобод‐
ного	конца	справа	налево.	Балка	имеет	




0; .z zQ M m  	
	
На	 всей	 длине	 балки	 –	 чистый	 изгиб:	 0 const .,z zQ M m   	







силой	 F 	(рис.	5.2).	Рассматриваем	сечение	 z 	от	свободного	конца	
слева	направо,	мысленно	отбрасывая	пра‐
вую	часть.			
Балка	имеет	один	участок:	 0 z   .			
Тогда	в	сечении	в	соответствии	с	пра‐
вилом	знаков	для	 zQ 	и	 zM 	получаем	
	
;z zQ F M Fz   .	
	


















Так	как	на	балке	 0 ,zQ  	момент	 zM 	 убывает	 (слева	направо)	от	
нуля	до	значения	 F  .		
Уменьшение	ординаты	момента	равно	площади	эпюры zQ : 
 
0 иM QF F A F          . 
 
Тангенс	 угла	 наклона	 касательной,	 проведенной	 к	 эпюре	 мо‐
ментов	и	совпадающей	с	ней	в	силу	ее	линейности,	равен	попереч‐


























сечения	 от	 свободного	 конца,	 что	 не	тре‐
бует	 определения	 реакций	 в	 защемлении.	
Однако	 если	 балка	имеет	много	 участков,	
рациональнее	определить	реакции	в	задел‐
ке	 и	 затем	 сечения	 брать	 с	 двух	 сторон,	
что	 значительно	 упрощает	 выражения	
для	 zQ 	и	 zM .		
 
Балка	имеет	один	участок:	   0 z .	
Поперечная	 сила	 в	 сечении	 z 	 равна	
равнодействующей	всех	сил,	действую‐
щих	 левее	 сечения,	 а	 изгибающий	 момент	 равен	 моменту	 равно‐
действующей	 относительно	 сечения.	 Тогда	 в	 соответствии	 с	 пра‐
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Поскольку	 на	 балке	 действует	 равномерно	 распределенная	
нагрузка,	 zQ 	изменяется	по	линейному	закону,	а	 zM 	–	по	квадра‐
тичной	 параболе.	 При	 этом	 zQ 	 является	 убывающей	 функцией	
(слева	направо),	поэтому	эпюра	моментов	будет	обращена	выпук‐
лостью	 вверх.	 Сила	 zQ 	 убывает	 от	 нуля	 до	 ,q  	 и	 изменение	 ее	
ординаты	 равно	 площади	 грузовой	 эпюры	 (учитывая,	 что	 q 	 на‐
правлена	вниз):	 0Q q q       	и	 qA q   .				
Тангенс	 угла	 наклона	 касательной,	 проведенной	 к	 эпюре	 zQ ,	
















Так	как	на	балке	 0 ,zQ  	момент	 zM 	 убывает	 (слева	направо)	





















Балка	 опирается	на	 опоры	и	нагружена	на	 пролете	 сосредото‐
ченной	силой	 F 	(рис.	5.4).	
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	Проверка:				      0: 0A BY R R F 		 0.
Fb Fa
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Балка	 имеет	 два	 участка,	 поэтому	 сечения	 следует	 брать	 на	





для	 zQ 	и	 zM 	в	соответствии	с	пра‐
вилом	знаков.			
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Поперечная	 сила	 на	 обоих	 участках	 постоянна,	 а	 изгибающий	
момент	изменяется	по	линейному	закону.	Форма	и	характер	изме‐




рекомендуется	 провести	 самостоятельно	 по	 аналогии	 с	 предыду‐
щими	примерами,	рассматривая	балку	слева	направо.	
Необходимо	также	обратить	внимание	на	следующие	особенно‐
сти,	 которые	 также	 могут	 служить	 контролем	 правильности	 по‐
строения	эпюр:	
	
	в	 сечении,	 где	 приложена	 сосредоточенная	 сила	 F ,	 на	 эпю‐	
ре	 zQ 	возникает	скачок	по	направлению	этой	силы	(если	рассмат‐
ривать	 балку	 слева	 направо),	 равный	 ей	 по	 величине,	 а	 на	 эпюре	
zM 	–	перелом,	направленный	навстречу	силе;		
	поперечная	 сила	 в	 опорных	 сечениях	 балки	 равна	 реакциям	
опор	с	учетом	правила	знаков;	
	так	 как	 на	 опорных	 сечениях	 внешний	 изгибающий	 момент	











R R  .	
	
Эпюры	 поперечных	 сил	 и	 изгибаю‐
щих	моментов	имеют	такой	же	вид,	как	
на	 рис.	 5.4,	 но	 с	 соответствующими	




































Решение	 показывает,	 что	 реак‐






./A BR R m   		
	
При	 этом	 величина	 реакций	 не	




пары	 сил	 относительно	 любой	 точки	
плоскости	 является	 величиной	 посто‐
янной,	 поэтому	 перенос	 момента	 m 		
в	любое	другое	сечение	балки	не	приве‐






участках,	 двигаясь	 от	 опор	 слева	
направо	и	справа	налево	и	 записы‐
вая	выражения	для	поперечной	си‐
лы	 zQ 	 и	 момента	 zM 	 в	 соответ‐
ствии	с	правилом	знаков.		
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ры	 zQ 	(см.	рис.	5.6,	б),	а	на	эпюре	 zM 	возникает	скачок	на	величи‐
ну	 этого	 момента	 (см.	 рис.	 5.6,	 в).	 При	 этом	 ветви	 эпюры	 zM 	 до	
скачка	и	за	ним	параллельны,	т.	е.	тангенс	угла	наклона	касатель‐
ной,	проведенной	к	 эпюре	моментов	и	 совпадающей	с	ней	в	 силу	
линейности,	 на	 обоих	 участках	 остается	 неизменным.	 Это	 объяс‐
няется	 неизменностью	 поперечной	 силы	 zQ ,	 которая	 по	 своему	
геометрическому	смыслу,	как	производная	от	момента,	равна	ука‐
занному	тангенсу.	Далее	видно,	что	на	всей	длине	балки	 zQ 	отри‐




Если	 ветви	 эпюры	 моментов	 продлить	 пунктирными	 линиями,	
как	 показано	 на	 рис.	 5.6,	 в,	 то	 видно,	 каким	 образом	 будут	 переме‐
щаться	скачок	и	изменяться	эпюра	 zM 	при	движении	момента	m 	по	
пролету	балки.	При	этом	для	любого	положения	момента	величина	
скачка	остается	постоянной	и	равной	внешнему	моментуm .	При	при‐







Двухопорная	 балка	 на	 всей	 длине	 пролета	 нагружена	 равно‐
мерно	распределенной	нагрузкой	q 	(рис.	5.7).	
Реакции	опор	в	силу	симметрии	нагрузки	одинаковы	и	состав‐
ляют	 2/A BR R q   .	
Рассматриваем	 сечение	 z 	 слева	 направо.	 Для	 балки	 с	 одним	





расположенной	 левее	 сечения,	 а	 из‐
гибающий	 момент	 ―	 сумме	 момен‐






2 2 2z z
q q qz




из	 которых	 видно,	 что	 при	 нагру‐
жении	 балки	 равномерно	 распреде‐
ленной	 нагрузкой	 поперечная	 сила	















   










момента	 и	 поперечной	 силы	 как	 производной	 от	 него,	 которая	 и	
определяет	форму	 эпюры	моментов.	 Так	как	 zQ 	 на	 всем	пролете	
балки	убывает	 (слева	направо),	 изменяя	при	 этом	 знак	на	проти‐
воположный	 (см.	 рис.	 5.7),	 эпюра	 zM 	 будет	 представлять	 собой	
параболу,	направленную	выпуклостью	вверх,	и	в	сечении	 0 2/z   ,	
где	 поперечная	 сила	 равна	 нулю,	 эта	 парабола	 будет	 иметь	 экс‐
тремум:	 экстр maxM М .	Поэтому	эпюра	моментов	будет	выглядеть	
Рис.	5.7
z 0 = /2
39	
именно	таким	образом	(см.	рис.	5.7):	на	участке,	где	 0zQ  ,	пара‐






 2 2 и ./ /Q qq q q A q           				
	
Изменение	ординаты	 zM 	на	пролете	равно	площади	эпюры	 zQ :	
	
0M  		и		         1/2 2 2 1/2 2 2 ./ / / / 0QA q q       	
	































работающих	 в	 условиях	 одновременного	 действия	 всех	 видов	
нагрузок:	момента	m ,	сосредоточенной	силы	 F 	и	распределенной	
нагрузки	 q .	Проанализируем	вид	и	взаимосвязь	эпюр	и	проведем	











Балка	 имеет	 три	 участка.	 Рассматриваем	 сечения	 на	 каждом	
участке,	идя	от	свободного	конца	слева	направо:	
	




1 ; .2z z
qz












z Q M m qa
z a Q qa M qa
      
   
	
	












2 2 2 ;
3 2 2 4 3 .
z
z
z a M m q a a qa qa qa
z a M m q a a qa qa qa
          




Сечение	3:			 33 4 .a z a  	
	
   
3 3 3 3






2 2 2 2
3
3 2 2 4 3 ;
4 2 3 6 3 2 .
z
z
z a M m q a a qa qa qa
z a M m q a a Fa qa qa qa qa
          
            
	
	
По	полученным	данным	строим	эпюры	 zQ 	и	 zM 	 (см.	рис.	5.8).	









нагрузка,	поэтому	эпюра	 zQ 	–	линейная,	а	эпюра	 zM 	имеет	форму	
квадратичной	параболы,	обращенной	выпуклостью	вниз,	посколь‐
ку	 zQ 	на	участке	возрастает.	Увеличение	ординаты	 zQ 	равно	пло‐
щади	грузовой	эпюры:		
	
2 0 2 и 2 .Q qqa qa A qa     		
	
Тангенс	 угла	 наклона	 касательной,	 проведенной	 к	 эпюре	 zQ ,	
равен	q ,	как	ее	производной:	
		
1 2 2 .tg /qa a q   	
	
Так	как	 0zQ  ,	момент	также	возрастает	и	увеличение	ордина‐
ты	момента	равно	площади	эпюры	поперечных	сил:	
	









нейному	 закону.	 Увеличение	 ординаты	 момента	 равно	 площади	
эпюры	 zQ 	на	этом	участке:		
	
2 2 23 2M qa qa qa    		и		
2
( ) 2 2Q BCA qa a qa   .	
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    .	
	
Участок	 CD.	 На	 участке	 также	 нет	 распределенной	 нагрузки,	




2 2 22 3M qa qa qa     		и		
2
( )Q CDA qa a qa     .	
	











      .	
	





Для	 двухопорной	 одноконсольной	 балки	 (рис.	 5.9),	 нагружен‐




0 : 0;AZ H  	
0: 6 4 3 5 0 ,A BM m F a q a a R a         		
																						       2 22 6 12 5 0Bqa qa a qa R a 			 3,2BR qa 	;	
	
	 0: 5 4 2 0 ,B AM R a m q a a Fa         																									
																							       








Балка	 имеет	 три	 участка.	 Рассматриваем	 сечения	 на	 каждом	
участке,	 двигаясь	 от	 свободных	 концов.	 По	 полученным	 данным	
строим	эпюры	 zQ 	и	 zM 	(см.	рис.	5.9).	
	
Сечение	1:						 10 .z a  																							Сечение	2:		 20 .z a  					
	
1 1 1
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Сечение	3:					 30 5 .z a  		
     
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На	участке	CB 	определяем	точку	экстремума	и	значение	 экстрM :	
	
 
   
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постоянна,	 а	 момент	 изменяется	 по	 линейному	 закону.	 Так	 как	
0zQ  ,	 zM 	возрастает	и	увеличение	ординаты	момента	равно	пло‐
щади	эпюры	 zQ 	на	этом	участке:		
	
 2 2 20,2 2 1,8M qa qa qa      		и		 2( ) 1,8 1,8Q ACA qa a qa   .	
	
Тангенс	 угла	 наклона	 касательной,	 проведенной	 к	 эпюре	 zM 		
и	 совпадающей	 с	 этой	 эпюрой	в	 силу	 ее	линейности,	 равен	попе‐
речной	силе	на	этом	участке:	
	
 2 21 2 0,2 1,8tg / ACqa qa a qa Q     .	
	
Участок	 BD.	 На	 участке	 также	 нет	 распределенной	 нагрузки,	




 2 20M qa qa     		и		 2( )Q BDA qa a qa   .	
	




2tg / BDqa a qa Q    .	
	
Участок	CB.	На	участке	действует	равномерно	распределенная	
нагрузка,	поэтому	эпюра	 zQ 	–	линейная,	а	эпюра	 zM 	имеет	форму	
квадратичной	параболы.	Поскольку	на	участке	 zQ 	 убывает,	пара‐
бола	обращена	выпуклостью	вверх.	На	части	участка,	 где	 0zQ  ,	
45	
zM 	 возрастает,	 где	 0zQ  ,	 zM 	 убывает,	 и	 в	 сечении	 0 2,8z a 	
слева	(или	 0 3,2z a 	справа)	эпюра	моментов	имеет	экстремум:	
	
2




2,2 1,8 4 и 4Q qqa qa qa A qa        	 (с	 учетом	 направле‐
ния	q 	вниз).		
	
Изменение	 ординаты	 моментов	 до	 и	 после	 точки	 экстремума	
равно	площади	эпюры	 zQ 	на	соответствующих	частях	участка:	
	









2 2 2,42 2,421M qa qa qa      	и	





   	
	
Тангенс	 угла	 наклона	 касательной,	 проведенной	 к	 эпюре	 zQ ,	
равен	q ,	как	ее	производной:	
				
3 1,8 1,8tg /qa a q     .	
	






Рассмотрим	 более	 сложные	 случаи	 нагружения	 и	 построения	
эпюр	 zQ 	и	 zM ,	когда	на	балку	действует	распределенная	нагрузка,	
изменяющаяся	вдоль	ее	оси	по	некоторому	заданному	закону.	
Под	 распределенной	 нагрузкой,	 изменяющейся	 по	 линейному	









кой,	изменяющейся	по	закону	треугольника,	 0 /zq q z  	с	наиболь‐
шей	 интенсивностью	 0q 	 (рис.	
5.10)	построить	эпюры	 zQ 	и	 zM .	
Определяем	реакции	опор	бал‐












0 2/q qA R q   	
	





 0: 2/3 0;A B qM R R     	
	
 0: 1/3 0;B A qM R R      	
			




         0 0 00: 0; 6 3 2 0./ / /A B qY R R R q q q 	
	
Рассматриваем	сечение	 z 	слева	направо:		 0 z   .	
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где	 C 	 и	 D 	 –	 постоянные	 интегрирования,	 определяемые	 из	 гра‐
ничных	условий	при	 0z  :	
	
0 0
/ /0 0и 0 0.6 6z z A z z
q q




Получаем	окончательные	выражения	для	 zQ 	и	 zM ,	из	которых	
видно,	что	от	действия	линейно‐распределенной	нагрузки	попереч‐
ная	сила	изменяется	по	закону	квадратичной,	а	момент	–	по	закону	
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Вопрос	 выпуклости	 или	 вогнутости	 эпюр	 zQ 	 и	 zM 	 решается	
по	 характеру	изменения	производных	 этих	функций,	 т.	 е.	 по	 воз‐
растанию	или	убыванию,	либо	устанавливается	по	вторым	произ‐
водным	 zQ 	 и	 zM ,	 характеризующим	кривизну	линии.	Для	 балки,	
рассмотренной	в	данном	примере,	 	обе	эпюры	направлены	выпук‐
лостью	 вверх,	 так	 как	 соответствующие	 производные	 – zq 	
(направленная	вниз)	для	поперечной	силы	и	 zQ 	для	изгибающего	
момента	 –	 являются	 убывающими	функциями	 в	 системе	 коорди‐
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тах	на	 балках	 с	 подобной	нагрузкой	 в	 качестве	 опасного	 сечения	
можно	рассматривать	середину	пролета,	так	как	изгибающий	мо‐








 0 1 /zq q z   	 (рис.	 5.11),	
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где	 C 	 и	 D 	 –	 постоянные	 интегрирования,	 определяемые	 из	 гра‐
ничных	условий	при	 0z  :	
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q q





/ 0 .6z z A
q



















q z q z q q
M z
   












































Для	 консольной	 балки,	 нагруженной	 распределенной	 нагруз‐
кой,	изменяющейся	по	закону	трапеции:	
 1 2 1z
z









нения	 нагрузки	 и	 интегрируя	
зависимости	 (4.2)	 для	 получе‐




ностью	 1q 	 и	 треугольную	 с	 наибольшей	 интенсивностью	 2 1q q ,	
изменяющуюся	по	закону:	
	
 2 1 .z
z






Для	 однопролетной	 балки	 (рис.	 5.13),	 нагруженной	 распреде‐





,	построить	эпюры	 zQ 	и	 zM .	
Для	 определения	 реакций	 опор	необходимо	вычислить	 равно‐
действующую	 распределенной	 нагрузки	 и	 установить	 точку	 ее	











		 02 3/qR q  	,	
						Рис.	5.12
51	
и	 приложена	 в	 ее	 центре	 тяжести,	 положение	 которого	 находим	
через	 статический	 момент	 площади	 эпюры	 относительно	 оси	 Y 	
(см.	рис.	5.13):	
	 ,/C yz S A 	
	
где	 02 3 ;/qA R q   	
	
 















d d d d
2 d
y z zS z A A q z zq z
q z
z z z q
	
Отсюда		 5 8/Cz   	.		
	
Составляем	 уравнения	 равно‐
весия	 и	 находим	 опорные	 реак‐
ции	на	балке:	
   
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Рассматриваем	 сечение	 z :	 0 z   .	Для	получения	выражений	
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где	 C 	 и	 D –	 постоянные	 интегрирования,	 определяемые	 из	 гра‐
ничных	условий	при	 0z  :		
	
0 0
/ /0 0и 0 0 .4 4z z A z z
q q




Тогда	окончательные	выражения	 zQ 	и	 zM 	принимают	вид	
	
2 3 3 4
0 0 0 0 0 0
2 24 433 12
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zQ 	 представляет	 собой	кубическую	параболу,	а	 эпюра	 zM 	–	 пара‐
болу	 четвертой	 степени	 (см.	 рис.	 5.13).	 Обе	 эпюры	 направлены	






























положный,	 поэтому	 в	 сечении,	 где	 0zQ  ,	 изгибающий	 момент	
принимает	экстремальное	значение,	вычисление	которого	являет‐
ся	важным	для	расчета	балки	на	прочность.	Для	определения	точ‐




























из	 которых	 только	 значение	 1 0,554z   	 соответствует	 данной	
балке	и	может	быть	принято	в	качестве	точки	экстремума.	
	
Решение	 данного	 кубического	 уравнения	 наиболее	 удобно	 производить	
численным	подбором	одного	из	корней	 1z ,	а	затем	приведением	кубическо‐
го	уравнения	к	квадратному	путем	его	деления	на	двучлен	 1z z .		
Согласно	 теореме	 Безу,	 если	 1z 	 является	 действительным	 корнем	
уравнения,	 это	 деление	 должно	 получиться	 без	 остатка.	 Решение	 квад‐


















ставляя	 выражений	 для	 поперечной	 силы	 и	 момента,	 а	 только	
лишь	вычисляя	значения	 zQ 	и	 zM 	в	характерных	точках,	которы‐



































Обозначаем	 цифрами	 сечения,	 лежащие	 бесконечно	 близко		




Точка	1:			 1 10 , 0.Q M  	
Точка	2:			 2 23 , 0.AQ R qa M   		
Точка	3:			 3 2 3 2 ;AQ R q a qa qa qa      		
																					 2 2 23 2 2 6 2 4 .AM R a q a a qa qa qa        		
Точка	4:			 4 2 3 2 ;AQ R q a qa qa qa      	
																					 2 2 2 24 2 2 6 2 2 2 .AM R a q a a m qa qa qa qa          	
Точка	5:			 5 2 3 2 ;AQ R q a qa qa qa      	
																					 2 2 2 25 3 2 2 9 4 2 .3AM R a q a a m qa qa qa qa          	
Точка	6:			 6 2 3 2 4 3 ;AQ R q a F qa qa qa qa         	
																					 2 2 2 26 3 2 2 9 4 2 3 .AM R a q a a m qa qa qa qa          	
Рис.	5.14	
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Точка	7:		 7 2 3 2 4 3 ;AQ R q a F qa qa qa qa         		
						 2 2 2 27 4 2 3 12 6 2 4 0.AM R a q a a m F a qa qa qa qa             	
Точка	8:		 8 2 3 2 4 3 0;A BQ R q a F R qa qa qa qa          		
																			 8 0.M  		
	
Определив	 значения	 zQ 	 и	 zM 	 в	 характерных	 точках	 каждого	
участка,	соединяем	линиями	ординаты	двух	последовательных	то‐
чек	(1–2,	2–3,	3–4	и	т.	д.)	в	соответствии	с	рассмотренными	выше	
правилами	 построения	 эпюр.	 Замкнутость	 эпюры	 является	
критерием	 правильности	 построения.	 Это	 означает,	 что	 при	
проходе	 балки	 с	 какой‐либо	 одной	 стороны	 внутренние	 силы	 в	
самой	последней	точке,	расположенной	за	сечением,	замыкающим	
балку	 (например,	 сечение	8	 при	 проходе	 слева	 направо	 или	 сече‐
ние	1	при	проходе	справа	налево),	должны	быть	равны	нулю.	Если	
проход	осуществляется	с	двух	сторон,	то	в	любом	промежуточном	
сечении	(характерной	точке)	внутренние	усилия	 zQ и	 zM ,	опреде‐
ленные	 слева	и	 справа,	 также	должны	 замыкаться,	 т.	 е.	 значения	
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ется	 способ,	 предполагающий	 разделение	 нагрузки	 на	 составные	
части,	построение	эпюр	от	каждой	нагрузки	в	отдельности	и	полу‐
чение	 результирующей	 эпюры	 алгебраическим	 суммированием	
соответствующих	 ординат	 эпюр,	 построенных	 для	 отдельных	 ча‐




нагрузок,	 которые	 известны	 или	 легко	 могут	 быть	 построены,		
а	затем	складывать	их	графически,	получая	окончательную	эпюру.	
Важным	достоинством	способа	является	то,	что	он	наглядно	пока‐
зывает,	 почему	 именно	 такую	форму	 принимает	 эпюра,	 из	 каких	
геометрических	фигур	она	состоит,	как	при	необходимости	можно	
вычислить	ее	площадь	и	каким	образом	каждая	из	нагрузок	влия‐
ет	на	 прочность	 балки.	 Это	позволяет	 выбирать	наиболее	 рацио‐







Для	заданной	балки,	нагруженной	силами	 1F 	и	 2F ,	направлен‐





Первоначально	 с	 учетом	правила	 знаков	для	 zQ 	 и	 zM 	 строим	






чения	окончательных	 эпюр	 Q 	 и	 M 	алгебраически	 суммируем	ор‐
динаты	соответствующих	эпюр	от	 1F 	и	 2F 	на	границах	участков:	
	силы,	 направленные	 в	 одном	 направлении	 (см.	 рис.	 5.15,	 а),	
создают	 zQ 	и	 zM 	одного	знака:	
	
 
    
1 1 1
2 1 2 2 1
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создают	 zQ 	и	 zM 	разного	знака:	
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Откладывая	 полученные	 ординаты	 1 2 3, ,Q Q Q 	 и	 1 2 3, ,M M M 	








Рассмотрим	 балку	 под	 действием	 каждой	 нагрузки	 в	 отдель‐
ности:	 распределенной	 нагрузки	 q 	 (рис.	 5.16,	 а),	 моментов	 m 	
(рис.	5.16,	б)	и	сосредоточенной	силы	 F 	(рис.	5.16,	в)	–	и	построим	
эпюры	поперечных	сил	и	моментов	от	этих	нагрузок:	 , ,q m FQ Q Q 	








Для	 получения	 результирующих	 эпюр	 Q 	 и	 M 	 алгебраически	
суммируем	ординаты	соответствующих	эпюр	(рис.	5.16,	г,	д)	в	 се‐
чениях,	 расположенных	 бесконечно	 близко	 к	 границам	 участков		
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По	 полученным	 значениям	 Q 	 и	 M 	 строим	 результирующие	
эпюры	 поперечных	 сил	 и	 моментов	 от	 совместного	 действия	 си‐
стемы	сил	(см.	рис.	5.16,	г,	д).	
При	 этом,	 как	 видно	 из	 суммарной	 эпюры	 Q ,	 на	 участке	между	
точками	4	и	5	поперечная	сила	изменяет	знак	на	противоположный	
и	переходит	через	нуль	в	сечении,	положение	которого	можно	опре‐
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Изгибающие	 моменты	 в	 этом	 сечении	 от	 отдельных	 нагрузок	
соответственно	(см.	рис.	5.16,	д)		
	
2 2 21,48 ; 0,78 ; 0,22 ,q m FM qa M qa M qa    	
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max 1,48 0,78 0,22 0,92 .M qa qa qa qa    	
	
Результат	 сложения	 ординат	 эпюр	 можно	 также	 представить		
в	 виде	 наложения	 одной	 эпюры	 на	 другую,	 как	 это	 показано	 на	
примере	нагружения	 балки	 (рис.	 5.17).	 В	 этом	 случае	 эпюры	 mM 	
(рис.	 5.17,	 а)	 и	 qM 	 (рис.	 5.17,	 б)	 для	 графического	 сложения	 от‐
кладывают	(рис.	5.17,	в)	по	одну	сторону	от	оси	 (вверх	или	вниз)		
и	так	как	они	имеют	разные	знаки,	то	накладываясь	друг	на	друга,	
эпюры	на	перекрывающейся	площади	 abc 	 взаимно	уничтожают‐
ся	 и	 результирующая	 эпюра	 принимает	 вид,	 заштрихованный	на	
рис.	 5.17,	 в.	 Отложив	 ординаты	 полученной	 эпюры	 с	 учетом	 их	
61	
знаков	 от	 новой	 горизонтальной	 оси	 или	 просто	 повернув	 за‐
штрихованную	 часть	 горизонтально,	 получаем	 эпюру	 моментов		
в	наиболее	удобном	и	привычном	для	нас	виде	(рис.	5.17,	г).	
Следует	 заметить,	 что	при	 графическом	 сложении	 эпюр	путем	
наложения	одной	на	другую	параболическая	эпюра	 qM 	 в	 составе	
результирующей	 эпюры	искажает	 свою	форму	 (перекашивается),	
принимая	вид	рис.	5.17,	г.	Однако	как	бы	ни	была	изменена	форма	
этой	параболической	эпюры	и	ка‐
кое	 бы	 положение	 она	 ни	 зани‐
мала	на	окончательной	эпюре	мо‐




эпюры	 M 	 прямой	 до	 получения	
полной	 параболы	 и	 мысленно	
«уложив»	 ее	 на	 основание,	 пара‐
болу	можно	привести	к	виду,	пред‐
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Рассматривая	 эпюру	 моментов	 на	 отдельных	 участках	 балки		
(рис.	5.18)	и	заменив	действие	отброшенных	частей	на	оставшую‐
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Это	 же	 справедливо	 и	 для	 целой	 балки,	 нагруженной	 по	 всей	
длине	равномерно	распределенной	нагрузкой	 q ,	где	 1M 	и	 2M 	со‐
ответственно	равны	внешним	моментам,	приложенным	на	концах	
балки.	Тогда	для	примера	нагружения,	представленного	на	рис.	5.17,	





























мента,	 в	 результате	 чего	 изгиб	 каждой	 части	 происходит	 непо‐
средственно	 только	 от	 сил,	 действующих	 на	 нее,	 независимо	 от	
нагрузки,	приложенной	к	другой	части	бал‐
ки	 (рис.	 5.20).	 Взаимодействие	 частей	 на	
шарнире	 определяется	 только	 общей	 по‐
перечной	 силой.	 И	 поскольку	 через	 шар‐
нир	 изгибающий	 момент	 не	 передается,	
то	сумма	моментов	относительно	центра	
шарнира	 всех	 сил,	 расположенных	 по	 одну	
сторону	 от	него,	 равна	нулю.	Это	 уравне‐
ние,	 вытекающее	 из	 свойства	шарнира,	 может	 служить	 дополни‐
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нулю.	 Это	позволяет	 «разрезать»	 балку	по	шарниру	и	 рассматри‐
вать	ее	части	как	две	независимые	балки,	из	которых	одна	опирает‐
ся	концом	на	другую	в	месте	расположения	шарнира	(рис.	5.22,	а).	




Далее	 расчет	 балки	 AD 	 производится	для	каждой	отдельной	 ее	
части:	определяются	реакции	опор	(рис.	5.22,	б,	в)	и	строятся	эпюры	
поперечных	 сил	и	 изгибающих	моментов	 (рис.	 5.22,	 г,	д).	 При	 этом,	
рассматривая	основную	балку	 AB ,	следует	учитывать	ее	взаимодей‐
ствие	с	подвесной	балкой	 CD ,	что	выражается	действием	в	точке	 C 	
сосредоточенной	 силы,	 равной	 реакции	 CR 	 на	 подвесной	 балке		
и	направленной	для	балки	 AB 	в	обратную	сторону	(рис.	5.22,	в).		
	
Если	 непосредственно	 на	 шарнире	 действуют	 сосредоточенная	 сила	
или	момент,	их	следует	прикладывать	только	к	одной	части:	либо	к	под‐
весной,	либо	к	основной	балке.	Однако	наиболее	удобным	является	прило‐
жение	 этой	 нагрузки	 на	 конце	 консоли	 основной	 балки,	 как	 это	 сделано		
в	примере	5.18.	При	этом	следует	иметь	в	виду,	что	на	эпюрах	 Q 	и	M 	на	




Рамами	 называются	 конструкции,	 состоящие	 из	 прямоли‐
нейных	стержней,	соединенных	жесткими	узлами.	
	
Рамы	 бывают	 плоские,	 плоскопространственные	 и	 простран‐
ственные.	 Если	 геометрическая	 ось	 рамы,	 составленная	 из	 осей	
стержней,	лежит	в	одной	плоскости	и	силовая	плоскость	действия	
внешних	 сил	 совпадает	 с	 этой	 плоскостью,	 такая	 рама	 является	
плоской.	Плоскопространственная	рама	является	плоской	в	гео‐
метрическом	отношении,	а	плоскость	действия	сил	проходит	пер‐
пендикулярно	 к	 плоскости	 рамы.	 Пространственные	 рамы	 яв‐







Вертикальные	 стержни	 в	 рамах	 называются	 стойками,	 гори‐
зонтальные	 –	ригелями.	Жесткость	 узлов	 предотвращает	 взаим‐
ное	 перемещение	 одного	 стержня	 относительно	 другого,	 а	 также	












ку	 по	 принятому	 правилу	 переноса	 сил.	 Полученные	 ординаты	
внутренних	усилий	откладывают	перпендикулярно	к	оси	стержней:	













ем	 положение	 внутри	 рамы	 (напри‐




























































































































разного	 узла	 ―	 общему	 сечению,	 в	 котором	 сходятся	 три	 стерж‐	
ня	 рамы.	Мысленно	 вырезаем	 узел	
(рис.	 5.29)	 и	 прикладываем	 к	 нему	
силы	и	моменты,	действующие	в	се‐
чениях	 2–4–5	 участков	 1–2,	 3–4	 и		
5–8	 соответственно,	 с	 учетом	 зна‐
ков	 и	 направления,	 взятых	 из	 по‐
строенных	эпюр	(см.	рис.	5.28).	
Следует	 заметить,	 что	 для	 рам,	
имеющих	заделку,	нет	необходимо‐
сти	 в	 определении	 реакций	 в	 за‐
делке.	Построение	эпюр	здесь	можно	выполнять,	двигаясь	от	сво‐
бодных	концов	и	перенося	нагрузку	от	участка	к	участку,	как	это	
рассмотрено	 в	примере	5.19.	 Однако	 для	некоторых	 конструкций,	
имеющих	сложную	геометрическую	форму	и	большое	количество	
участков,	 перенос	 нагрузки	 приводит	 к	 загромождению	 задачи		
и	 при	 невнимательном	 выполнении	 переноса	 может	 привести		
к	 ошибкам	при	построении	 эпюр.	В	 этом	 случае	наиболее	 рацио‐
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Расчет	 элементов	на	прочность	 всегда	начинается	 с	 определе‐






ют,	 какой	 вид	 деформации	 испытывает	 элемент,	 а	 численное	 их	
значение	является	необходимым	для	оценки	его	прочности.	Одна‐
ко	 являясь	 величинами	 результирующими	 (суммарными),	 эти	
усилия	не	дают	представления	о	том,	чему	равны	внутренние	си‐
лы	в	каждой	точке	сечения	и	каков	характер	их	распределения	по	
сечению.	 В	 то	 же	 время	 для	 оценки	 прочности	 элемента	 эта	 ин‐
формация	является	наиболее	важной,	так	как	разрушение	элемен‐
та	или	появление	текучести	в	нем	начинается	 с	точки,	в	которой	
внутренние	 силы	 принимают	 наибольшие,	 опасные	 для	 данного	
материала	значения.	Поэтому	в	расчетах	на	прочность	использует‐
ся	 понятие	 напряжения,	 характеризующего	 интенсивность	 внут‐
ренних	сил	в	сечении	и	определяемого	как	сила,	приходящаяся	на	
единицу	площади.		
В	 самом	 общем	 случае	 пространственного	 нагружения	 в	 сече‐
нии	возникают	шесть	внутренних	усилий:	 и, , , ,x y x y zN Q Q M M M ,	
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Как	известно,	чистым	изгибом	 называют	 случай,	 когда	в	 сече‐
ниях	 балки	 действует	 только	 изгибающий	 момент,	 а	 поперечная	
сила	 равна	 нулю.	 Чистый	 изгиб	 может	 иметь	 место	 как	 на	 всей	
балке	 (рис.	6.1,	а),	 так	и	на	отдельных	ее	участках,	 когда	 система	
внешних	 сил,	 приложенных	 к	 участку,	 приводится	 к	 парам	 сил	
(рис.	6.1,	б,	в).	В	этом	случае	в	точках	сечений	балки	будут	возни‐






мальных	 напряжений	  .	 Следует	 заметить,	 что	 задача	 определе‐
ния	 напряжений	 при	 изгибе	 является	 статически	 неопредели‐
мой,	 поэтому	 согласно	 методу	 деформаций,	 применяемому	 при	
раскрытии	статической	неопределимости,	требует	совместного	рас‐
смотрения	 статической,	 геометрической	 и	физической	 сторон	 за‐
дачи.	 Выполняя	 решение,	 на	 данном	 этапе	 не	 будем	 конкретизи‐
ровать	форму	сечения,	а	только	лишь	определимся	с	положением	
силовой	 плоскости,	 которая	 будет	 проходить	 через	 геометриче‐









го	 изгиба.	 Рассечем	 балку	 плоскостью	 n n 	 на	 расстоянии	 z 	 от	
начала	 координат	 и	 «откроем»	 сечение	 (рис.	 6.2,	 б).	 В	 плоскости	
сечения	проведем	координатные	оси	−	
ось	Y 	совместим	с	силовой	плоскостью	
(силовой	 линией),	 и	 согласно	 опреде‐
лению	 плоского	 изгиба	 она	 будет	 яв‐
ляться	 главной	 центральной	 осью	 се‐
чения,	а	ось	 X 	проведем	на	произволь‐
ном	 по	 высоте	 сечения	 расстоянии,	 но	
перпендикулярно	оси	Y .	Выделим	в	се‐
чении	бесконечно	малую	площадку	 dA ,	
имеющую	 координаты	 ,x y 	 в	 выбран‐
ной	системе	осей,	и	так	как	при	чистом	
изгибе	поперечная	сила	в	сечении	равна	
нулю,	 то	 в	 площадке	 dA 	 будет	 дейст‐
вовать	 только	 cила	 d dN A  ,	 создаю‐
щая	 продольную	 деформацию	 и	 моменты	 которой	 относительно	
осей	 ,X Y 	будут	соответственно	
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A A A
N A M y A M x A        	
	
которые	представлены	выше	в	 выражениях	 (6.1).	 Составляем	 урав‐
нения	 равновесия	 для	 отсеченной	 части	 балки	 (см.	 рис.	 6.2,	 б)	 и,	






N A   																																													(6.2)	
изг ;dx
A
M y A M   																																						(6.3)	
0.dy
A
M x A   																																										(6.4)	
				Рис.	6.2
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Однако	 система	 интегральных	 уравнений	 (6.2)−(6.4)	 не	 позво‐
ляет	 определить	 нормальное	 напряжение,	 так	 как	 его	 величина	
зависит	 от	 положения	 площадки	 dA 	 и,	 следовательно,	 напряже‐
ние	  		является	неопределенной	функцией	координат	 ,x y 	точек	
сечения,	 т.	 е.	  ,f x y  ,	 и	 может	 принимать	 в	 сечении	 бесчис‐
ленное	 множество	 значений.	 В	 результате	 система	 уравнений	
(6.2)−(6.4)	 имеет	 множество	 неизвестных,	 что	 делает	 невозмож‐
ным	ее	решение,	и	по	этой	причине	задача	определения	нормаль‐
ных	напряжений	является	статически	неопределимой,	требующей	





Характер	 деформаций	 при	 чистом	 изгибе	 можно	 установить	
опытным	путем	на	модели	изгиба	стержня,	выполненного	из	вы‐
сокоэластичного	 легко	 деформируемого	 материала.	 Для	 этого	 на	
боковую	 поверхность	 элемента	 на‐
носится	 сетка	 линий	 (рис.	 6.3,	 а)	 и	
по	 ее	 изменению	 в	 результате	 из‐
гиба	(рис.	6.3,	б)	делаются	основные	
выводы	и	заключения,	которые	обес‐
печивают	 дальнейшее	 решение	 за‐
дачи	и	на	основании	которых	будет	
построена	 теория	 напряжений	 при	
чистом	изгибе.	Естественно	предпо‐






ет	 одинаковый	изгибающий	момент	 (это	 вытекает	 из	 дифферен‐
циальных	зависимостей	(1.4):	при	 0Q  	 constM  ),	то	изменение	
кривизны	любого	участка	стержня,	на	которые	его	можно	разбить,	
будет	 также	 одинаковым.	 А	 это	 означает,	 что	 при	 чистом	 изгибе	
продольные	линии	сетки,	так	же	как	и	другие	волокна	внутри,	па‐




	поперечные	 линии	 сетки,	 которые,	 по	 сути,	 являются	 пери‐









квадратов	 сохраняются	 прямыми,	 это	 свидетельствует	 об	 отсут‐







 1a a ,	 а	 на	 выпуклой	 стороне	 −	 удлиняются	  2a a .	 Так	 как	
переход	 от	 укорочения	 к	 удлинению	 происходит	 непрерывно,	 то	
внутри	стержня	существует	такой	слой	волокон,	которые	хотя	и	ис‐
кривляются,	 но	 своей	 длины	 не	 изменяют,	 т.	 е.	 0a a .	 Этот	 слой	











чения	 с	 осью	 Y ,	 ни	 угол	 между	 ними.	 Однако	 предположим,	 что	
нейтральной	осью	сечения	является	ось	 X ,	перпендикулярная	к	оси	
Y 	–	главной	центральной	оси	сечения	(см.	рис.	6.2,	б).	Дальнейшее	




изменения	 удлинений	 волокон	 по	 высоте	 сечения.	 Двумя	 беско‐
нечно	 близкими	 поперечными	 сечениями	 n 	 вырежем	 элемент	
балки	длиной	 dz 	(рис.	6.4,	а)	и	рассмотрим	его	в	увеличенном	ви‐
де,	 где	 0 0a b 	 –	 длина	 волокна	 на	 нейтральном	 слое	 (рис.	 6.4,	 б).	
Определим	удлинение	волокна	ab ,	расположенного	на	расстоянии	
y 	от	нейтрального	слоя	(см.	рис.	6.4,	б),	которое	в	поперечном	се‐
чении	проецируется	в	площадку	 dA 	с	координатами	 ,x y 	в	систе‐

















где	 ab и	 1 1a b −	начальная	и	конечная	длина	волокна	ab 	соответ‐
ственно.	Как	видно	из	рис.	6.4,	б,		
0 0ab a b
  ,	но	так	как	волокно	на	
нейтральном	слое	при	изгибе	не	изменяет	своей	длины,	то	в	соот‐
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рого	 определяется	 видом	напряженного	 состояния.	 Так	 как	 каса‐
тельных	напряжений	в	точках	сечения	нет	(а	значит,	в	силу	парно‐
сти	 их	 нет	 и	 в	 сечениях,	 параллельных	 оси	 балки)	 и	 предполага‐
ется,	 что	 боковое	 надавливание	
продольных	волокон	друг	на	дру‐
га	 отсутствует,	 следовательно,	
при	 чистом	 изгибе	 все	 волокна	
балки	находятся	в	линейном	на‐
пряженном	состоянии	(рис.	6.5),	
которое	 соответствует	 простому	 растяжению	 или	 сжатию	 и	 для	
которого	закон	Гука	имеет	вид	
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y A I I  	 (рис.	6.2,	б).	Тогда	 изг/xEI М  ,	откуда	получа‐
ем	выражение,	которое,	по	сути,	является	законом	Гука	при	изги‐











где	 xEI 	 называется	жесткостью	 сечения	 при	 изгибе.	 Выраже‐
ние	(6.8)	показывает,	что	чем	больше	при	данном	 изгM 	жесткость	






ментом	 (внутренним	 усилием),	 полностью	 аналогичен	 таким	 же	 фунда‐
ментальным	зависимостям	в	теории	растяжения‐сжатия,	 где	 /N EA 		
( EA 	 −	жесткость	 сечения	 при	 растяжении	 и	 сжатии),	 в	теории	 сдвига,	
где	 /Q GA 	(GA −	жесткость	сечения	при	сдвиге),	и	в	теории	кручения,	
где	 кр /М GI  	 (GI −	жесткость	 сечения	 при	 кручении).	 На	 этих	 зави‐
симостях	 строятся	 все	 важные	 теории	 в	 сопротивлении	 материалов		
и	строительной	механике.	
	










Полученная	 формула	 показывает,	 что	 напряжения	 при	 изгибе	
изменяются	 пропорционально	 расстоянию	 y 	 рассматриваемой	
точки	от	нейтральной	оси	сечения	и	не	зависят	от	другой	коорди‐
наты	 x 	 (см.	 рис.	 6.4).	 Следовательно,	 напряжения	 постоянны	 по	
ширине	сечения,	а	по	высоте	распределены	по	линейному	закону.	
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Этот	 вывод	является	 результатом	применения	 гипотезы	плоских	
сечений.	Из	формулы	(6.9)	видно,	что	в	точках,	лежащих	на	нейт‐
ральной	оси,	координата	которых	 0y  ,	напряжения	равны	нулю.	
В	точках,	наиболее	удаленных	от	нейтрального	слоя,	т.	е.	на	краю	
сечения,	где	 maxy y ,	напряжения	принимают	максимальное	зна‐
чение	 max .	 Характер	 распределения	
напряжений	 по	 высоте	 сечения	 пред‐
ставлен	 на	 рис.	 6.6.	 Векторы	 напряже‐
ний	 обозначены	 стрелками,	 указываю‐
щими,	 какую	деформацию	испытывают	
волокна	 балки.	 Векторы,	 направленные	
от	 сечения,	 указывают	 на	 растяжение	
волокон,	 а	 направленные	 к	 сечению	 –	
на	 сжатие.	 Если	 концы	 всех	 векторов	
соединить,	получится	поверхность	на‐
пряжений	Навье,	 которая	в	 случае	чис‐










рочение	 волокон	 при	 изгибе	 балки	 приводит	 соответ‐
ственно	 к	 уменьшению	 и	 увеличению	 их	 поперечных	 раз‐
меров,	 что	 происходит	 даже	 при	 отсутствии	 бокового	
воздействия.	 Это	 влечет	 за	 собой	 некоторое	 изменение	
формы	сечения	–	на	выпуклой	стороне	балки,	где	волокна	
растянуты,	 сечение	 сужается,	 а	 на	 вогнутой	 стороне		
в	области	сжатых	волокон	–	расширяется	(рис.	6.7).		
	
Для	 завершения	 задачи	 определения	 напряжений	 при	 чистом	
изгибе	необходимо	установить	положение	нейтральной	оси	в	 се‐
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y A 	 представляет	 собой	 статический	 момент	 се‐






y A S  	
	
а	статический	момент	может	быть	равен	нулю	только	относитель‐
но	 оси,	 проходящей	 через	 центр	 тяжести	 сечения.	 Ранее	 приняв	
ось	 X ,	перпендикулярную	к	оси	Y ,	за	нейтральную,	теперь	можно	
четко	 установить	 ее	 положение	 в	 сечении:	 при	 чистом	 изгибе	
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относительно	центральных	осей	 ,X Y .	





xy A I  		
	
Как	 известно,	 центробежный	момент	 инерции	 равен	 нулю	 от‐




сечения	  Y 	является	главной	осью,	а	это	вытекает	из	определе‐




проходит	по	одной	из	главных	центральных	осей	сечения	  Y ,	




сительно	 положения	 нейтральной	 оси	 в	 сечении,	 справедливы	
только	 для	 плоского	 изгиба,	 когда	 плоскость	 изгибающего	 мо‐
мента	совпадает	с	одной	из	главных	плоскостей	инерции.	При	не‐
совпадении	этих	плоскостей	возникает	принципиально	иная	кар‐
тина	 деформирования,	 которая	 потребует	 использования	 других	
расчетных	 формул	 и	 определит	 другое	 положение	 нейтральной	
оси	в	сечении.	
Вернемся	к	расчету	напряжений.	Формула	(6.9)	позволяет	опре‐
делять	 напряжения	 в	 любой	 точке	 любого	 сечения,	 однако	 для	
расчетов	 на	 прочность	 наиболее	 важным	 является	 определение	
максимальных	 напряжений,	 которые	 возникают	 в	 опасном	 сече‐
нии,	 где	 изгибающий	 момент	 имеет	 наибольшее	 значение	 maxM ,	
т.	е.	на	краю	этого	сечения	(см.	рис.	6.6).	Для	того	чтобы	прочность	
балки	 была	 обеспечена,	 максимальные	 напряжения	 не	 должны	
превышать	 наибольших	 допускаемых	 для	 данного	материала	 на‐













чения	с	допускаемыми	напряжениями	на	растяжение	   раст 	и	сжа‐
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тие	   сж 	 соответственно.	Если	же	материал	балки	одинаково	со‐
противляется	 растяжению	 и	 сжатию,	 то	 достаточно	 определить	
max 	 только	для	наиболее	удаленных	от	нейтрального	 слоя	воло‐
кон,	независимо	от	того,	растягиваются	они	или	сжимаются.	
Выражение	 (6.10)	 называется	условием	прочности	при	 изги‐
бе,	и	его	можно	использовать	в	расчетах	на	прочность	для	сечений	




























 max /xW M  ;	
	
	грузоподъемность	балки,	рассчитываемую	по	максимальному	
изгибающему	 моменту	 maxM ,	 который	 она	 способна	 выдержать	
без	опасности	разрушения:		
	




При	 плоском	 поперечном	 изгибе	 в	 сечениях	 балки	 действуют	





Картина	 деформирования	 при	 поперечном	 изгибе	 существенно	
отличается	от	случая	чистого	изгиба.	Возникающая	в	сечении	по‐
перечная	 сила	и	 cвязанные	 с	ней	касательные	напряжения,	 кото‐
рые	 возникают	 в	 ее	 направлении,	 а	 также	 на	 основании	 закона	
парности	 касательных	 напряжений	 –	 в	 сечениях,	 параллельных	
нейтральному	 слою,	 приводят	 к	 сдвиговым	деформациям,	 потен‐






стям	 соприкосновения	 брусьев	 не	 превышают	
сил	 трения	 между	 ними,	 они	 будут	 сопротив‐
ляться	внешней	нагрузке	и	работать	как	единая	
цельная	балка	(рис.	6.8,	б).	Как	только	силы	тре‐
ния	 будут	 преодолены,	 брусья	 сдвинутся	 друг	
относительно	друга	в	продольном	направлении,	
и	каждый	из	них	будет	работать	как	самостоя‐
тельная	 балка	 (рис.	 6.8,	 в).	 Проявлением	 каса‐
тельных	 напряжений,	 действующих	 вдоль	 оси,	
является	также	возникновение	продольных	тре‐





балки	 возникают	 деформации	 сдвига,	 которые	 искажают	 форму	
любого	выделенного	в	ней	микрообъема	и	нарушают	перпендику‐
лярность	между	продольными	и	поперечными	сечениями.	Если	на	















перечном	 изгибе	 сечения	 перестают	 быть	 плоскими,	 как	 это	
было	при	 чистом	изгибе.	Однако	при	изучении	 этого	 вопроса	 бу‐




Второй	 особенностью	 поперечного	 изгиба	 является	 возникно‐
вение	бокового	надавливания	волокон	друг	на	друга,	в	результа‐
те	чего	в	этих	направлениях	возникают	нормальные	напряжения.	
Однако	 этот	 эффект	 проявляется	 только	 при	 переменной	 попе‐
речной	 силе	 Q 	 и	 возникающие	 нормальные	 напряжения	 весьма	











жений.	 Действительно,	 если	 поперечная	 сила	 по	 длине	 балки	 не	
изменяется,	 то	 поперечные	 сечения	 при	
constQ  	 получают	 одинаковые	 искривле‐
ния	 и	 удлинение	 волокна	 ab ,	 рассмотрен‐
ного	на	рис.	6.4,	по	высоте	сечения	будет	од‐
ним	и	 тем	же	независимо	 от	 того,	 сохрани‐
лось	 сечение	 плоским	 или	 нет	 (рис.	 6.10).	
Это	 дает	 основание	 считать,	 что	 закон	 рас‐
пределения	 нормальных	 напряжений,	 уста‐
новленный	при	чистом	изгибе,	справедлив	и	

















ки	 от	 изгибающего	 момента,	 с	 достаточной	 степенью	 точности	
могут	быть	использованы	и	при	поперечном	изгибе.	При	попереч‐
ной	 силе,	 изменяющейся	 по	 длине	 балки,	 формулы	 (6.9)	 и	 (6.11)	
дают	 небольшую	 погрешность,	 которая	 тем	 меньше,	 чем	 больше	





Исследование	 касательных	 напряжений	 при	 плоском	 попереч‐
ном	 изгибе	 и	 вывод	 формулы	 для	 их	 определения	 принадлежит	













Вопрос	 направления	 и	 распределения	
касательных	 напряжений,	 возникающих	
при	 поперечном	 изгибе,	 требует	 некото‐
рого	уточнения.	Рассмотрим	балку	произ‐
вольного	сечения	и	точку A ,	расположен‐
ную	 на	 контуре	 (рис.	 6.11).	 Если	 предпо‐
ложить,	что	касательные	напряжения	в	се‐
чении	 согласно	 гипотезе	 Д.И.	Журавского	
направлены	 параллельно	 оси	 Y ,	 т.	е.	 по	
направлению	 силы	 Q ,	 то,	 рассматривая	
y 	 как	 полные	 касательные	 напряжения	
на	 контуре,	 их	 можно	 разложить	 на	 две																Рис.	6.11	
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составляющие:	 нормальные	 n ,	 перпендикулярные	 к	 контуру,	 и	





никакой	 продольной	 касательной	 силой,	 указанные	 напряжения	
будут	 отсутствовать,	 а	 значит,	 и	 перпендикулярные	 к	 контуру	
0n  .	Отсюда	следует	вывод,	что	на	контуре	могут	существовать	
только	 тангенциальные	 напряжения.	 Именно	 они	 являются	 пол‐
ными	касательными	напряжениями	на	контуре	и	всегда	про‐
ходят	по	касательной	к	нему,	 независимо	от	 направления	 силы	
Q .	Наклон	этих	напряжений	к	оси	 Y ,	а	это	имеет	место	не	только	
на	контуре,	но	и	в	других	точках	сечения,	предполагает	появление	
двух	составляющих:	горизонтальных	касательных	напряжений	 x ,	
направленных	 вдоль	 нейтральной	 оси,	 и	 вертикальных	 касатель‐




в	 точках,	 лежащих	 на	 одном	 рас‐
стоянии	 от	 нейтральной	 оси,	 т.	е.	
на	 одном	 уровне,	 в	 силу	 симмет‐
рии	сечения	взаимно	уравновеши‐
ваются.	 На	 уровне	 нейтрального	
слоя	они	равны	нулю,	так	как	в	этих	
точках	полными	касательными	на‐
пряжениями	 являются	 y .	 Числен‐









Вертикальные	 напряжения	 y ,	 направленные	 по	 оси	 Y ,	 сум‐
мируясь	по	 сечению,	дают	значение	поперечной	силы	 Q .	Она	яв‐
ляется	 равнодействующей	 всех	 касательных	 сил,	 действующих		
в	сечении	по	ее	направлению,	т.	е.	 dy
A
Q A  .	Будем	считать,	что	
эти	напряжения	равномерно	распределены	по	ширине	сечения	и,	
как	показывает	точное	решение	теории	упругости,	это	допущение	
является	 достаточно	 близким	 к	 действительности,	 особенно	 для	
тонких	сечений.	
Следует	также	помнить,	что	напряжения	 x 	и	 y 	будут	сопро‐














деления	 по	 сечению.	 Для	 этих	 балок	 гипотезы	 Д.И.	Журавского.	
выполняются	 строго.	 Именно	 в	 этих	 сечениях,	 где	 вертикальная	
сторона	 параллельна	 оси	 Y ,	 касательными	 к	 контуру	 будут	 на‐
пряжения	 y ,	 которые	 и	 на	 контуре,	 и	 в	 точках	 внутри	 сечения	
являются	полными	и	единственными	касательными	напряжения‐
ми,	 совпадающими	 по	 направлению	 с	 поперечной	 силой	 Q .	 По‐
этому	 именно	 для	 прямоугольного	 сечения	 решение	 Д.И.	Журав‐
ского	 позволяет	 получить	 наиболее	 точный	 результат,	 особенно	
для	узкого	сечения	малой	толщины.	Для	других	сечений,	которые	
будут	 рассмотрены	 ниже,	 полученные	 формулы	 будут	 откоррек‐
тированы	и	уточнены.		
89	
Рассмотрим	 консольную	 балку	 прямоугольного	 сечения	 шири‐
ной	 b 	и	высотой	 h ,	нагруженную	на	конце	консоли	сосредоточен‐
ной	силой	 F 	(рис.	6.13,	а).	Двумя	параллельными	плоскостями	 1n 	
и	 2n ,	 расположенными	 на	 бесконечно	 близком	 расстоянии	 dz 	
друг	 к	 другу,	 а	 также	 плоскостью,	 параллельной	 нейтральному	
слою	 и	 проходящей	 на	 расстоянии	 y 	 от	 него,	 вырежем	 элемент	
балки	в	виде	параллелепипеда.	Рассмотрим	часть	балки,	располо‐
женную	между	 сечениями	 ABCD 	 и	 1 1 1 1A B C D ,	 и	 определим	 в	 них	
внутренние	усилия.	В	соответствии	с	расчетной	схемой	(рис.	6.13,	б)	
поперечная	сила	во	всех	сечениях	постоянна	и	равна	 Q ,	а	изгиба‐
ющий	момент	изменяется	от	значения	M 	в	сечении	 ABCD 	до	зна‐
чения	 dM M 	в	сечении	 1 1 1 1A B C D 	(рис.	6.13,	в).	Так	как	поперечная	
сила	 во	 всех	 сечениях	 одинакова,	 значит,	 касательные	 напряже‐





Мысленно	 отбросим	 часть	 балки	 правее	 плоскости	 2n 	 (см.		
рис.	6.13,	а)	и	«откроем»	сечение	 ABCD 	(рис.	6.14).	Определим	на‐




ной	 оси.	 Эта	 часть	 сечения,	 расположенная	
между	уровнем	 y ,	 на	котором	определяют‐




действующих	 со	 стороны	 отброшенной	 ча‐
сти	 балки.	 Напряжения	 y 	 в	 направлении	
поперечной	 силы	 Q 	 определим	через	 пар‐
ные	им	касательные	напряжения	 z ,	па‐
раллельные	нейтральному	слою.	Принятые	
гипотезы	 Д.И.	Журавского	 позволяют	 сде‐
лать	 задачу	 определения	 напряжений	 ста‐
тически	определимой,	т.	е.	для	ее	решения	достаточным	будет	ис‐
пользование	 только	 уравнения	 равновесия,	 составленного	 для	
рассматриваемого	элемента	(рис.	6.15).		
Учитывая,	 что	 нижняя	 и	 торцевые	
плоскости	 параллелепипеда	 являются	
частью	 наружной	 поверхности	 балки,	
которая	свободна	от	нагрузки,	напряже‐
ния	 на	 указанных	 гранях	 будут	 отсут‐
ствовать.	 Нагруженными	 будут	 только	
верхняя	 плоскость	 параллелепипеда	 и	
две	 боковые	 –	 слева	 (она	 невидима)		





 : ,0 d 0Z N N N T     																										(6.12)	
	
где	 T 	 –	касательная	сила	в	верхней	плоскости	параллелепипеда,	
параллельной	 нейтральному	 слою.	 Она	 является	 равнодействую‐
щей	 касательных	 напряжений,	 действующих	 в	 этой	 плоскости.		
В	 силу	малости	размера	 dz 	 и	 гипотезы	о	равномерности	распре‐




сечения	 сила	 T 	может	быть	определена	произведением	этих	на‐
пряжений	на	площадку	их	действия:	
	
;dzT b z  																																													(6.13)	
	
dN N 	 и	 N 	 –	 это	 равнодействующие	 нормальных	 напряжений,	
действующих	 в	 левой	 и	 правой	 гранях	 параллелепипеда	 (см.		
рис.	6.15),	связанные	с	ними	интегральными	зависимостями	вида		
 
        ;d d d d ,
A A
N N A N A 																							(6.14)	
	
где	напряжения	  	 и	 d  	 (см.	рис.	 6.13,	а,	в)	 в	 сечениях	 ABCD 		

















Подставляем	выражения	 (6.15)	 в	 интегралы	 (6.14)	и	 получаем	
значения	продольных	сил:			
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 ,	 получаем	 окончательную	 формулу	 для	 опре‐











z ,	 действующие	 вдоль	 оси	 балки	 в	 продольном	 сечении,	 парал‐
лельном	 нейтральному	 слою	 и	 проходящем	 на	 расстоянии	 y 	 от	
него,	 а	 также	парные	и	равные	им	напряжения	 y 	 в	поперечном	
сечении	балки,	действующие	на	уровне	 y 	от	нейтральной	оси	по	
направлению	 силы	 Q 	 (рис.	 6.14,	 6.15).	 Таким	 образом,	 формула	
(6.17)	 может	 быть	 использована	 для	 определения	 касательных	







xS 	 отсеченной	 площади.	 Чем	 дальше	 точки	 расположены	 от	
нейтральной	 оси,	 тем	 меньше	 будет	 отсеченная	 площадь	 и	 тем	
меньше	будет	ее	 статический	момент,	 а	 значит,	и	напряжения	  .	
На	самом	краю	сечения	 AD 	(см.	рис.	6.14),	где	отсеченная	площадь	
равна	 нулю,	 ее	 статический	 момент	 также	 равен	 нулю:	 отс 0xS  ,	




центральной	 осью	 сечения,	 а	 значит,	 и	 здесь	 0 .	 В	 точках	 же	
нейтральной	 оси	 отсеченная	 площадь,	 т.	е.	 площадь	 между	 уров‐
нем,	 на	 котором	 определяют	 касательные	 напряжения,	 и	 краем	




те	 прямоугольного	 сечения.	 Выразим	 параметры,	 входящие	 в	 фор‐
мулу	(6.17),	через	размеры	сечения	b 	и	h :	










h y b h
S A y y
      
   
	 –	 статический	 момент	
отсеченной	площади	относительно	нейтральной	оси.	Как	видно	из	
этого	выражения,	при	значениях	 2/y h  	 (края	сечения)	стати‐
ческий	момент	равен	нулю,	о	чем	было	сказано	выше;	
 отс 2/A b h y  	–	отсеченная	площадь	(см.	рис.	6.14).	

















откуда	 видно,	 что	 касательные	 на‐
пряжения	 по	 высоте	 сечения	 из‐
меняются	по	параболическому	зако‐
ну.	Эпюра	касательных	напряжений	
представлена	 на	 рис.	 6.16.	 Макси‐
мальные	 напряжения	 возникают		







вательно,	 при	 поперечном	 изгибе	
напряжения	 max 	в	1,5	раза	больше,	
чем	 средние	 напряжения	 по	 сече‐











A h  ;	





Ab hb hb Q
bh
    ,	что	и	требовалось	доказать.	
Анализ	формулы	 (6.17)	 также	показывает,	 что	в	общем	случае	
касательные	напряжения	пропорциональны	силе	 Q 	 и	для	любой	
формы	 сечения	 изменяются	 по	 высоте	 в	 соответствии	 с	 отноше‐
нием	 отс /xS b .	Если	сечение	имеет	постоянную	ширину	 b 	или	она	
постоянна	на	отдельных	его	участках,	закон	изменения	касатель‐
ных	напряжений	определяется	 только	 законом	изменения	 стати‐
ческого	 момента отсxS ,	 который	 дает	 параболический	 характер	
эпюры	 y ,	 полученный	 выше	 для	 прямоугольного	 сечения.	 Если	
ширина	 сечения	 переменная,	 то	 касательные	 напряжения	 могут	
изменяться	 по	 другому	 закону	 и	 наибольшие	 их	 значения	 max 	
могут	возникать	не	на	нейтральной	оси,	а	на	тех	уровнях,	где	от‐






Как	было	 сказано	выше,	напряжения	  ,	 возникающие	при	по‐
перечном	изгибе,	направлены	по	касательной	к	контуру,	и	это	
направление	не	всегда	 совпадает	 с	направлением	поперечной	си‐
лы	 Q ,	 действующей	вдоль	оси	 Y .	 Такое	 совпадение	имеет	место	
только	 в	 балках	 прямоугольного	 сечения,	 в	 которых	 полными		
и	 единственными	 касательными	 напряжениями	 и	 на	 контуре,	 и		
в	 сечении	 являются	 y ,	 действующие	 вдоль	 оси	 Y ,	 а	 поэтому	
принятые	 здесь	 гипотезы	 Д.И.	Журавского	 строго	 выполняются.		
В	 балках	 с	 другими	 формами	 сечений	 касательные	 напряжения,	




никновению	 двух	 составляющих:	 x ,	 которые	 параллельны	 нейт‐
ральной	оси	и	в	силу	симметрии	сечения	взаимно	уравновешива‐







внутри	 сечения,	 лежащих	 на	 одном	
расстоянии	 от	 нейтральной	 оси,	 со‐
ответственно	 равны	 и	 лучи	 их	 дей‐
ствия	сходятся	в	точке	 C .	Принимая	




деляться	 углом	 их	 наклона	 к	 оси	 Y 	
как	 cos/y   .	Наибольшее	значе‐
ние	 угол	  	 имеет	 в	 крайних	 точках	
уровня,	 т.	е.	 на	 контуре	 сечения,	 поэтому	 здесь	 полные	 касатель‐
ные	 напряжения	 максимальны:	 1 2 max    .	 По	 мере	 удаления	
от	контура	в	глубь	сечения	угол	наклона	уменьшается	и	на	оси	Y ,	
где	 0  ,	 полные	напряжения	принимают	направление	этой	оси		
и	 становятся	 равными	 вертикальной	 составляющей,	 т.	е.	 y  .	
Это	 же	 имеет	 место	 и	 во	 всех	 точках	 сечения,	 лежащих	 на	
нейтральной	 оси,	 где	 полными	 касательными	 напряжениями	 яв‐
ляются	 y .		
Определим	 для	 круглого	 сечения	 составляющую	 напряжений	
y ,	действующих	в	сечении	на	уровне	1–2,	расположенном	на	рас‐
стоянии	 y 	от	нейтральной	оси	(рис.	6.17,	6.18).	С	достаточной	сте‐





4 64/xI d  	 –	 момент	 инерции	
сечения	 относительно	 нейтральной	
оси;		
cosb d  –	 ширина	 сечения	 на	







та	 (см.	 рис.	 6.18).	 Для	 вычисления	
статического	 момента	 такой	 фигу‐
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откуда	видно,	 что	напряжения	 y ,	 направленные	вдоль	 силы	 Q ,	
изменяются	 по	 параболическому	 закону	 и	 так	 же,	 как	 и	 в	 прямо‐
угольном	сечении,	принимают	наибольшее	значение	на	нейтраль‐

















X ,	 они	изменяются	 по	линейному	 закону	 от	максимального	 значе‐
ния	 max 	в	точках	контура	сечения	до	нуля	на	оси	 .Y 	




мальные	 напряжения	  .	 Однако	 на	 практике	 бывают	 ситуации,	
когда	при	изгибе	 балки	 возникает	 большая	поперечная	 сила	при	













лер	 и	 подобных	 им	 (рис.	 6.19),	 которые	
характеризуются	наличием	вертикальных	
и	 горизонтальных	 участков	 малой	 тол‐
щины	и	большой	протяженности	и	в	ко‐
торых	вследствие	этого	имеет	место	резкий	перепад	размеров	по	
ширине	 сечения.	 Такая	 форма	 создает	 целый	 ряд	 особенностей,	
связанных	 с	 величиной,	 направлением	и	 распределением	 касатель‐
ных	напряжений,	которые	в	таких	сечениях	будут	возникать	 вдоль	
протяженных	участков,	т.	е.	не	только	в	направлении	оси	Y ,	но	
и	 оси	 X 	 на	 участках,	 вытянутых	 вдоль	 этой	 оси.	 Наличие	 каса‐
тельных	 напряжений,	 перпендикулярных	 и	 параллельных	 нейт‐
ральной	 оси,	 изменяет	 условия	 работы	 балки	 и	 требует	 соответ‐
ствующего	подхода	при	оценке	ее	прочности.	
Исследуем	 вопрос	 на	 примере	 двутаврового	 се‐
чения,	которое	для	упрощения	представим	в	услов‐
ном	 изображении	 как	 состоящее	 из	 трех	 прямо‐
угольников	 (рис.	 6.20).	 Это	 позволит	 с	 определен‐




и	 одинаковы	 в	 точках,	 равноудаленных	 от	 нейт‐
ральной	 оси.	 Именно	 эти	 допущения	 положены		
в	основу	вывода	формулы	(6.17).	
Однако	 для	 тонкостенных	 профилей,	 имеющих	 вертикальные		
и	 горизонтальные	 участки	 большой	 протяженности,	 следует	 от‐










В	 двутавре,	 как	 в	 любом	тонкостенном	 сечении,	 состоящем	из	
вертикальных	 и	 горизонтальных	 участков,	 от	 действия	 попереч‐




	напряжения	 y ,	 направленные	
вдоль	стенки	двутавра	по	оси	Y 	и	сов‐
падающие	с	направлением	силы	Q ;			
	напряжения	 x ,	 направленные	
вдоль	 полки	 и	 параллельные	 нейт‐
ральной	оси	 X .	Эти	напряжения	ока‐
зывают	 большое	 влияние	 на	 работо‐
способность	 балки	 и	 играют	 важную	
роль	в	расчетах	ее	на	прочность.		
Следует	напомнить,	 что	напряжения	 y ,	 направленные	по	 си‐
ле	 Q ,	 также	 возникают	и	 в	 полках	 двутавра,	 оказываясь	перпен‐
дикулярными	к	контуру	полки	(рис.	6.21,	б).	Однако	в	силу	мало‐
сти	величины	и	характера	изменения	они	не	представляют	опас‐
ности	 для	 прочности	 балки.	 Эти	 напряжения	 на	 выступающих	
участках	полок	в	точках,	лежащих	на	границе	с	наружными	и	внут‐




















При	 определении	 напряжений	 y 	 следует	 иметь	 в	 виду,	 что	
предположение	об	их	направленности	по	силе	Q 	и	равномерности	
распределения	является	справедливым	только	для	вертикальных	
участков,	 протяженная	 сторона	 которых	 параллельна	 оси	 Y .	 По‐
этому	 именно	 на	 этих	 участках	 использование	формулы	Д.И.	Жу‐
равского	для	вычисления	 y 	 дает	достаточно	точный	результат.		
На	горизонтальных	участках	равномерность	распределения	верти‐




















где	  yb –	ширина	 сечения	на	уровне,	 где	определяются	касатель‐
ные	 напряжения,	 которая	 в	 данном	 сечении	 является	 величиной		
переменной:	 на	 полках	 двутавра	   пb y b ,	 а	 на	 стенке	  yb d 		
(см.	рис.	6.22,	а).		
Рассмотрим	несколько	характерных	точек	в	сечении	(рис.	6.22,	б).	
Точка	 1	 находится	 на	 краю	 сечения,	 где	 отсеченная	 площадь	
равна	 нулю,	 поэтому	 здесь	 напряжения	 (1) 0y  .	 Далее	 по	 мере	
продвижения	от	края	сечения	вдоль	оси	Y 	напряжения	будут	рас‐
ти,	 так	как	 растет	отсеченная	площадь	и,	 соответственно,	 ее	 ста‐













Изменение	 напряжений	происходит	 по	 параболическому	 зако‐
ну	(рис.	6.22,	в),	как	в	прямоугольном	сечении.	В	точке	3,	лежащей	
в	 непосредственной	близости	к	 той	же	 границе,	 но	на	 стенке	дву‐
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где	 h 	 –	 высота	 сечения,	 d 	 –	 толщина	 стенки,	 п пиb t 	 –	 соответ‐
ственно	ширина	и	толщина	полки.		
Размеры	 сечения	 берутся	 из	 таблиц	 сортамента	 для	 соответ‐
ствующего	номера	двутаврового	профиля.		
Из	 полученных	 выражений	 для	 (2)y 	 и	 (3)y 	 видно,	 что	 по‐
скольку	 пd b ,	 то	 (3) (2)y y  ,	 т.	 е.	 при	 переходе	 от	 полки		
к	 стенке	 происходит	 разрыв	 непрерывности	 касательных	 напря‐
жений,	плавность	их	изменения	нарушается	и	они	скачкообразно	
возрастают	от	значения	 (2)y 	до	 (3)y 	(см.	рис.	6.22,	в).	
Следует	заметить,	что	картина	распределения	касательных	на‐
пряжений	на	границе	между	полкой	и	стенкой	двутавра	является	
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муле	 Д.И.	 Журавского	 следует	 брать	 статический	 момент	 полу‐
площади	 сечения,	 значение	которого	приводится	в	 таблицах	 сор‐
тамента.	
Полная	 эпюра	 касательных	 напряжений	 y 	 для	 двутаврового	
профиля	представлена	на	рис.	6.22,	в.	При	отсутствии	горизонталь‐




определены	 условно,	 поскольку	 вычислить	 точное	 их	 значение	
методами	сопротивления	материалов	невозможно.	Однако	эти	на‐
пряжения	 по	 своей	 величине	 незначительны	 по	 сравнению	 с	 на‐
пряжениями	 y ,	действующими	в	стенке,	а	поэтому	практического	
значения	не	имеют.	Если	вычислить	площадь	эпюры	напряжений	
y 	в	стенке	и	умножить	ее	на	толщину	стенки	 d ,	то	произведение	
определит	 результирующую	 касательную	 силу,	 воспринимаемую	
стенкой.	Эта	часть	от	общей	поперечной	силы	в	сечении	составля‐
ет	  0,95 ...0,97 Q ,	что	значительно	больше	части	Q ,	воспринима‐
емой	полками.	Поэтому	в	дальнейшем	при	исследовании	прочно‐
сти	балки	напряжениями	 y 	в	полках	будем	пренебрегать,	а	в	рас‐






конечно	 малый	 элемент	 длиной	
dz 	 в	 форме	 параллелепипеда	 и	
рассмотрим	 его	 равновесие.	 Ана‐
логично,	 как	 это	 было	 выполнено	
при	выводе	формулы	 (6.17),	 опре‐
делим	 напряжения	 x ,	 действую‐
щие	 в	 полке	 вдоль	 нейтральной	
оси,	 через	равные	 им	 парные	 ка‐
сательные	 напряжения	 z ,	 воз‐
никающие	 в	 перпендикулярных	
гранях	 вдоль	 оси	 Z .	 Тогда	 для	
элемента	(рис.	6.23,	б)	имеем	
	
 0: 0dZ N N N T     ,	(6.20)	
	
	
где	 п dzT t z  	 –	 равнодействую‐
щая	 касательных	 напряжений	 z 	
в	 правой	 плоскости	 параллелепи‐
педа,	параллельной	оси	 Z .	 В	 силу	
малости	толщины	полки	 пt 	и	дли‐
ны	 dz 	допустимо	считать,	что	на‐
пряжения	 z 	 равномерно	 распре‐
делены	 по	 этой	 грани,	 поэтому	
сила	 T 	 может	 быть	 определена	
произведением	 этих	 напряжений	
на	площадку	их	действия;			
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Подставляя	 значения	 указанных	 сил	 в	 уравнение	 равновесия	
(6.20)	и	учитывая	геометрический	смысл	интеграла	
	
 отс п п2 2 ,d / /x
A
y A S t x h t   	
	
представляющего	 собой	 статический	момент	 относительно	нейт‐
ральной	 оси	 отсеченной	 площади,	 т.	е.	 площади,	 лежащей	 между	


















т.	е.	при	  п 2 2/ /x b d  ,	как	показано	на	эпюре	(рис.	6.23,	в):	
	
      (max) п п .4x x
Q





dN N 	 больше	 силы	 N ,	 а	 поэтому	 для	 равновесия	 элемента	 каса‐
тельная	 сила	 п dzT t z  	 (см.	 рис.	 6.23,	б),	 действующая	 на	 правой	
грани	параллелепипеда,	должна	быть	направлена	в	сторону	мень‐




z 	 по‐прежнему	 будут	 направлены	 в	 сторону	 меньшей	 силы	 N ,		
и	парные	им	напряжения	 x 	 в	полке	теперь	получают	направле‐
ние	справа	налево	(см.	рис.	6.23,	в).	Таким	же	образом	определяют	




тавровом	 сечении	 показана	 на	 рис.	 6.24,	 а.	 Аналогичная	 картина	
106	
будет	иметь	место	и	в	других	тонкостенных	профилях	закрытого	
или	 открытого	 типа:	 уголках,	швеллерах,	 таврах,	 зетовых,	 полых	
прямоугольных	и	 квадратных	 сечениях	и	 т.	д.	 (рис.	 6.24,	 б,	 в).	 По‐
этому	обобщая	вышесказанное	относительно	касательных	напря‐
жений,	 возникающих	 при	 поперечном	изгибе	 в	 тонкостенных	 се‐
чениях,	можно	сказать,	что	при	любом	расположении	участков	ка‐

















центр	 тяжести	 сечения.	 Если	же	 сечение	 несимметрично	 относи‐
тельно	оси	 Y ,	 а	значит,	и	проходящей	через	нее	силовой	плоско‐
сти,	поток	касательных	напряжений	соответственно	относительно	
центра	тяжести	и	оси	балки	создает	момент,	
который	 вызывает	 ее	 закручивание	 и	 ис‐
кривление	 (депланацию)	 сечения.	 Такое	 яв‐
ление	 возникает	 в	 балках	швеллерного	 про‐
филя	(см.	рис.	6.24,	в),	а	также	в	таврах,	рав‐
нобоких	и	 неравнобоких	 уголках,	 нагруженных	
в	главной	плоскости	инерции	 Y Z ,	не	явля‐








деформаций.	 Особенно	 неблагоприятно	 такое	 нагружение	 для	
тонкостенных	сечений	незамкнутого	профиля,	 так	как	их	поведе‐
ние	 при	 кручении	 принципиально	 отличается	 от	 поведения	 эле‐
ментов	 сплошного	 сечения	 и	 даже	 поведения	 закрытых	 тонко‐
стенных	сечений.	




свободного,	 нестесненного	 кручения	 депланация	 сечения	 не	 при‐
водит	к	появлению	нормальных	напряжений,	так	как	искривление	
всех	сечений	одинаково,	а	значит,	удлинение	волокон	равно	нулю.	
Здесь	 возникают	 только	 касательные	 напряжения,	 вызванные	 кру‐
чением,	 которые	могут	 быть	 вычислены	по	 известным	правилам	
сопротивления	материалов,	 как	для	 сечения,	 состоящего	из	 сово‐
купности	 узких	 прямоугольников.	 Если	же	 возникает	 стесненное	
кручение,	 как,	 например,	 в	 случае	 закрепления	 балки	 в	 заделке,	
когда	свободная	депланация	поперечных	сечений	невозможна,	то	
в	сечении	кроме	касательных	напряжений,	вызванных	кручением,	
дополнительно	 возникают	 нормальные	 напряжения.	 Эти	 напря‐
жения	значительны	по	величине	и	в	совокупности	с	касательными	
напряжениями	могут	представлять	опасность	для	прочности	бал‐
ки.	 Поэтому	 в	 балках	 прокатного	 незамкнутого	 профиля	 необхо‐
димо	создавать	условия	нагружения,	устраняющие	кручение.	
Исследуем	 вопрос	 на	 примере	 балки	швел‐
лерного	 сечения	 и	 установим,	 каким	 образом	
должна	 проходить	 силовая	 плоскость,	 чтобы		
в	 балке	 возникал	 плоский	 поперечный	 изгиб	
без	закручивания.	
Приведем	касательные	напряжения,	дейст‐
вующие	 в	 стенке	 и	 полках,	 соответственно		
к	равнодействующим	 сT 	и	 пT 	(рис.	6.26).		
Так	как	стенка	швеллера	принимает	на	се‐








Равнодействующие	касательных	 сил	 пT ,	 одинаковые	 в	 верхней		
и	 нижней	 полках,	 определяются	 умножением	 площади	 эпюры	
напряжений	на	толщину	полки	 пt 	(см.	рис.	6.26).	Значение	 (max)x ,	
вычисленное	аналогично,	как	в	двутавровом	сечении,	только	при	
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Таким	 образом,	 система	 касательных	 напряжений	 по	 сечению	
швеллера	 приводится	 к	 силе	 Q 	 (6.22),	 действующей	 в	 стенке,	 и		
к	 паре	 сил,	 созданной	 двумя	 равными	 антипараллельными	 каса‐
тельными	силами	 пT 	(6.23),	действующими	в	полках	(см.	рис.	6.26).	
Учитывая,	 что	 равнодействующие	 касательных	 сил	 проходят	 по‐
середине	участка	их	действия,	момент	пары	будет		
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личина	 определяется	 алгебраической	 суммой	моментов	 всех	 сил	 относи‐











Если	 предположить,	 что	 рав‐
нодействующая	касательных	сил	
в	сечении	проходит	по	оси	Y 	че‐
рез	 центр	 тяжести	О,	 то	 момент	
всех	 сил	относительно	этой	точ‐
ки	должен	быть	равен	нулю.	Од‐
нако	 в	 центре	 тяжести	 сечения	
система	 сил	 будет	 приведена	 не	
только	 к	 силе	 cT Q ,	 но	 и	 паре	
сил	 пT ,	вместе	относительно	точ‐
ки	 O 	 создающих	 момент,	 рав‐
ный	
с пO T T
M M M  	(рис.	6.27,	а).	
Так	как	система	сил	оказывается	приведенной	не	к	одной	эквива‐
лентной	 силе,	 а	 к	 силе	 и	 моменту,	 значит,	 равнодействующая	
внутренних	касательных	сил	в	швеллере	не	проходит	через	центр	
тяжести	 сечения.	 Она	 будет	 проходить	 через	 некоторую	 другую	
точку,	также	лежащую	на	оси	симметрии	 X ,	но	относительно	кото‐
рой	суммарный	момент	касательных	сил	 сT 	и	 пT 	равен	нулю.	Для	
этого	моменты,	создаваемые	силами,	должны	быть	равны	по	вели‐
чине,	но	обратны	по	знаку,	а	это	условие	в	швеллере	будет	выпол‐
няться	 только	относительно	 точки	С,	 лежащей	 за	 пределами	 сече‐






c п0 : 0CM M M   ,	
	
подставив	в	которое	значение	 c cM T a Qa  	и	выражение	 (6.24),	
после	 преобразования	 получаем	 расстояние	 от	 середины	 стенки	
до	центра	жесткости	в	швеллере	(см.	рис.	6.27,	б):		
	











Точка,	 относительно	 которой	 сумма	моментов	 всех	 каса‐





прямой	 линий,	 то	 получим	 линию	 цент‐
ров	 изгиба	 или	 линию	 жесткости,		




вим,	 каким	 образом	 должна	 проходить	
плоскость	 действия	 внешних	 сил,	 чтобы	
балка	 испытывала	 плоский	 изгиб	 без	 за‐
кручивания.		
Прежде	 всего	 следует	 напомнить,	 что	 при	 закручивании	 эле‐
мента	 поворот	 сечения	 происходит	 относительно	 некоторой	 не‐
подвижной	точки,	называемой	центром	кручения.	Геометрическое	




Если	 внешние	 силы,	 изгибающие	 балку,	 приложить,	 как	 того	
требует	 плоский	 изгиб,	 в	 главной	 плоскости	 инерции	 швеллера,	
проходящей	 через	 его	 центр	 тяжести	 (рис.	 6.29,	 а),	 то	 равнодей‐
ствующая	 внешних	 сил	 создаст	 относительно	 центра	 изгиба	 мо‐
мент,	равный	 Fb ,	и	повернет	сечение	относительно	этой	же	точки	
как	 центра	 кручения.	 В	 результате	 изгиб	 балки	 будет	 сопровож‐
даться	ее	закручиванием	относительно	линии	жесткости.		
Такая	же	ситуация	возникнет,	
если	 плоскость	 действия	 внеш‐
них	 сил	 проходит	 параллельно	
стенке	 швеллера,	 но	 через	 лю‐
бую	другую	точку	оси	 X 	–	слева	
или	 справа	 от	 центра	 изгиба	
(рис.	 6.29,	 б).	 Эта	 плоскость	 так‐
же	будет	являться	главной,	а	ось	
1Y 	 –	 главной	 осью	 инерции	 се‐
чения,	 так	 как	 центробежный	
момент	относительно	осей,	одна	










Чтобы	 в	 балках	 тонкостенного	 профиля	 плоский	 изгиб	 не	 со‐
провождался	кручением,	равнодействующая	внешних	сил,	в	любом	
сечении	 равная	 поперечной	 силе	 Q ,	
должна	 проходить	 через	 центр	 изги‐
ба	C ,	а	плоскость	действия	этих	сил	–	
по	 линии	 жесткости	 балки	 парал‐
лельно	 оси	 Y .	 Конструктивно	 это	
можно	осуществить	так,	как	показано	
на	рис.	6.30.	В	этом	случае	сумма	мо‐
ментов	 внешних	 и	 внутренних	 сил	
относительно	 любой	точки	 попереч‐
ного	 сечения	 будет	 равна	 нулю,	 по‐
этому	в	балке	будет	возникать	толь‐
ко	 плоский	 изгиб	 без	 кручения.	 Это	







рых	 сечениях	 положение	 центра	 изгиба	 устанавливается	 без	 вы‐
числений.	Подобно	центру	тяжести	центр	изгиба	всегда	лежит	


























В	зетовом	сечении	(рис.	6.32),	главные	оси	 иX Y 	
которого	наклонены	к	 полкам,	 несложно	показать,	
что	 центр	 изгиба	 совпадает	 с	 центром	 тяжести		
сечения.	 Здесь	 касательные	 силы	 в	 полках,	 так	 же	
как	 и	 в	 швеллере,	 одинаковы,	 но	 в	 отличие	 от	
швеллера	 направлены	 в	 одну	 сторону	 (вследствие	
кососимметричности	 сечения).	 Поэтому	 равнодей‐
ствующая	касательных	сил,	действующих	в	полках,	
приложена	 в	 центре	 тяжести	 сечения,	 через	 кото‐
рый	 проходит	 и	 равнодействующая	 касательных	
сил	в	стенке.	
	
В	круглом	кольцевом	 сечении,	 если	оно	замкнуто	 (рис.	6.33,	а),	
касательные	напряжения	распределены	симметрично	и	центр	из‐
гиба	 совпадает	 с	 центром	 тяже‐
сти	сечения.	Если	кольцо	разомк‐
нуто,	 поток	 касательных	 напря‐
жений	 будет	 направлен	 в	 одну	
сторону	 и	 сумма	 моментов	 каса‐
тельных	сил	в	сечении	будет	рав‐
на	 нулю	 относительно	 точки,	 ле‐
жащей	 за	 пределами	 сечения	 на	












является	 следствием	 наличия	 поперечной	 силы	 и	 касательных	









При	 плоском	 поперечном	 изгибе	 в	 сечениях	 балки	 возникают	
два	 внутренних	 усилия	 –	 поперечная	 сила	 Q 	 и	 изгибающий	 мо‐
мент	M ,	а	значит,	в	точках	сечения	действуют	нормальные	и	каса‐
тельные	 напряжения,	 определяемые	
по	формулам	 (6.9)	 и	 (6.17).	 Характер	
































y 	 от	 нейтральной	 оси	 (см.	 рис.	 6.34),	 в	 которых	 одновременно	
действуют	 и	 нормальные	  ,	 и	 касательные	  	 напряжения.	 Эти	
напряжения	хотя	и	не	принимают	максимальных	значений,	но	их	
совместное	действие	и	определенная	числовая	комбинация	могут	
оказаться	опасными	 для	 данной	 точки	и	привести	 к	 разрушению	
или	появлению	здесь	текучести.	В	наибольшей	степени	этой	опас‐
ности	 подвержены	 тонкостенные	 сечения,	 особенно	 в	 местах	 со‐
единения	 горизонтальных	 и	 вертикальных	 участков,	 где	 напря‐
жения	  	 и	  	 хотя	 и	 не	 максимальны,	 но	 значительны	 по	 вели‐
чине.	В	этом	случае	заключение	о	безопасной	работе	балки	может	
быть	 сделано	 только	 на	 основании	 ее	 полной	 проверки	 на	 проч‐
ность,	 состоящей	в	исследовании	и	подробном	анализе	напряже‐
ний	не	только	в	трех	вышеназванных	точках,	но	и	в	других	точках	
сечения,	 где	 возникающая	 комбинация	 напряжений	 может	 ока‐
заться	потенциально	опасной.	
Исследование	 напряженного	 состояния	 в	 точке	 предполагает	
определение	 в	 ней	 наибольшего	 действующего	 напряжения	 max 		




ния	 (линейном,	 плоском	 или	 объемном)	 наибольшими	 напряже‐
ниями	в	точке	всегда	являются	главные	нормальные	напряже‐




правление,	 находятся	 в	 соотношении	 1 2 3   	 и	 вычисляются	
по	 соответствующим	формулам,	 известным	 из	 теории	 напряжен‐
ного	 состояния.	 Исследование	 напряженного	 состояния	 в	 точке	
начинается	 с	 определения	 главных	 нормальных	 напряжений,		
а	 наибольшее	 напряжение	 max ,	 по	 которому	 оценивается	 проч‐
ность,	 определяется	 как	 результат	 их	 совместного	 действия:	








имеют	максимальное	значение:	 maxQ Q 	и	 maxM M .	Это	опреде‐
ляется	 методом	 сечений	 и	 построением	 эпюр	 поперечных	 сил		










   max 1 2 3, ,f       .	
	
Исследуем	 прочность	 балки,	 считая,	 что	 максимальный	 изги‐
бающий	момент	 maxM 	и	максимальная	поперечная	сила	 maxQ 	дей‐
ствуют	в	одном	сечении.	По	высоте	сечения	рассмотрим	точки	1–5	
(рис.	 6.35),	 представленные	 в	 виде	 бесконечно	малых	 элементов,	
по	 граням	которых	действуют	 соответствующие	напряжения.	 Уста‐






Точка	 1	 расположена	 на	 краю	 сечения	 и	 имеет	 координату	
1 max(1)y y .	 Так	 как	 здесь	 0 	 (см.	 рис.	 6.34),	 то	 действующее	
вдоль	 оси	 нормальное	 напряжение	 будет	 являться	 главным	 на‐
пряжением	 1 ,	 так	 как	 оно	 растягивающее	 и	 алгебраически	 боль‐
шее.	 Следовательно,	 в	 этой	 точке	 имеет	 место	 линейное	 напря‐
женное	 состояние	 (простое	 растяжение)	 и	 проверка	 точки	 на	
прочность	выполняется	по	условию	прочности	
	





      ,	
	
где	   раст 	–	допускаемое	напряжение	на	растяжение.	
	
Точка	3	 также	расположена	на	краю	сечения,	и	ее	координата	
3 max(3)y y ,	но	находится	в	области	сжатых	волокон.	Здесь	также	
0 ,	а	действующее	вдоль	оси	нормальное	напряжение	будет	яв‐
ляться	 главным	напряжением	 3 ,	 так	 как	 оно	 сжимающее,	 отри‐
цательное	и,	значит,	алгебраически	меньшее.	Следовательно,	здесь	
также	 имеет	 место	 линейное	 напряженное	 состояние	 (простое	










      ,	
	
где	   сж 	–	допускаемое	напряжение	на	сжатие.	
Для	сечений,	симметричных	относительно	нейтральной	оси,	про‐
верка	 прочности	 крайних	 точек	 может	 выполняться	 по	 форму‐	
ле	 (6.11).	 Кроме	 того,	 если	 материал	 балки	 одинаково	 сопротив‐
ляется	 растяжению	 и	 сжатию,	 достаточно	 проверять	 его	 проч‐



























в	точке	4	 и	 определим	 в	 ней	 величину		
и	 направление	 главных	 нормальных	 на‐
пряжений.	В	окрестности	точки	выделим	
бесконечно	 малый	 элемент	 (рис.	 6.36)		
и	 рассмотрим	 напряжения,	 действую‐
щие	 по	 его	 граням.	 Так	 как	 надавлива‐
ние	соседних	волокон	друг	на	друга	не‐
значительно,	 и	 им	 можно	 пренебречь,	








направленные	по	 силе	 Q ,	 и	парные	им	 yz ,	 а	 также	нормальные	
растягивающие	 напряжения	 z ,	 действующие	 вдоль	 оси	 балки.	
Следовательно,	 в	 точке	 4	 имеет	 место	 плоское	 напряженное		
состояние,	 при	 котором	 возникают	 два	 главных	 напряжения:		
одно	 положительное	 (растягивающее),	 а	 другое	 –	 отрицательное	
(сжимающее),	 обозначаемые	 соответственно	 1 	 и	 3 	 и	 опреде‐
ляемые	по	формуле	
	
   2 21,3 1 42 z y z y zy









этому	 действующие	 в	 них	 нормальные	 и	 касательные	 напряже‐




   2 2 2 21 31 14 и 42 2           .						(6.27)	
	
Полученные	 выражения	 подтверждают	 вышесказанное	 отно‐
сительно	знака	и	обозначения	главных	нормальных	напряжений.	
Так	как	 2 24    	независимо	от	знака	  	и	  ,	значит,	при	из‐
гибе	балки	в	точках	сечения,	находящихся	в	плоском	напряженном	
состоянии,	 будет	 иметь	место	 растяжение	 в	 направлении	 одного	
главного	напряжения  1 и	сжатие	–	в	направлении	другого	  3 ,	
а	третье	главное	напряжение	 2 0  .		
Главные	касательные	напряжения	в	каждой	точке	 max( )i 	опре‐


























случае	от	 z ,	так	как	 0z  ,	а	 0y  ).	При	этом	если	угол	поло‐
жительный,	его	откладывают	против	часовой	стрелки,	если	отри‐
цательный	–	по	часовой	стрелке.	Впрочем,	действие	наибольшего	
напряжения	 1 	 легко	 установить	 по	 направлению	 касательных	
напряжений,	которые	как	бы	вытягивают	элемент	в	направлении	
этого	напряжения	(см.	рис.	6.36).	
Для	 проверки	 прочности	 точек	 используем	 третью	 или	 чет‐
вертую	 теории	 прочности,	 как	 наиболее	 соответствующие	 мате‐
риалам	 рассматриваемых	 балок.	Подставляя	 сюда	 значения	 глав‐
ных	напряжений	(6.27)	и	учитывая,	что	 2 0  ,	получаем	
	
                 III 2 2 2 22 2max 1 3 1 14 4 42 2 ; 	
	









напряжений,	 а	 определяя	 только	 значения	  	 и	  	 по	 выражениям	
(6.9)	и	(6.17),	как	это	было	сделано	для	точки	4	(6.25).	Такая	провер‐
ка	особенно	актуальна	для	тонкостенных	сечений,	где	на	границе	
между	полкой	и	стенкой	  	и	  	достаточно	велики	(рис.	6.37)	и	рас‐
считанные	по	формуле	(6.30)	напряжения	могут	превышать	   .	
При	 проверке	 этих	 сечений	 следует	 также	 помнить,	 что	 на	 на‐
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ружных	 поверхностях	 полок	 кроме	
нормальных	напряжений	 1 	или	 3 	
действуют	 касательные	 напряжения	
x 	 (см.	 рис.	 6.23,	 в	 и	 6.24,	 а,	 б,	 в),		
параллельные	 нейтральной	 оси.	 Это	
принципиально	изменяет	вид	нагру‐
жения	и	в	точках	поверхности	созда‐
ет	 плоское	 напряженное	 состояние,	 требующее	 соответствующей	
проверки	на	прочность.	Для	этого	также	могут	быть	использованы	
выражения	(6.30),	куда	следует	подставлять	значения	 1 3( )    	
и	 (max)x  ,	 вычисленные	 по	 формулам,	 рассмотренным	 выше.	
Кроме	того,	в	балках	тонкостенного	профиля	главные	напряжения	
1 , 	 возникающие	 на	 границе	 между	 полкой	 и	 стенкой	 и	 вычис‐
ленные	по	формуле	(6.27),	могут	превышать	наибольшие	растяги‐
вающие	 напряжения	 max 1   ,	 действующие	 на	 краю	 сечения,		










ся	 в	 состоянии	 чистого	 сдвига.	 Касательные	 напряжения,	 дей‐
ствующие	в	площадках	чистого	сдвига,	на	нейтральном	слое	имеют	
максимальное	значение	 max 	и	определяются	по	формуле	(6.17).		




















верять	 по	 главным	 нормальным	 напряжениям	 1 	 и	 3 .	 Как	 из‐
вестно	из	теории	напряженного	состояния	(и	это	вытекает	из	вы‐
ражений	 (6.27),	 (6.28)	 и	 (6.29)	 при	 0  ),	
главные	площадки	по	отношению	к	площад‐
кам	 чистого	 сдвига	 расположены	 под	 углом	
45°	(рис.	6.38),	а	действующие	в	них	главные	
нормальные	 напряжения	 равны	 по	 вели‐
чине,	 но	 обратны	 по	 знаку	 и	 равны	 каса‐
тельным	напряжениям	в	площадках	чистого	
сдвига,	т.	е.	    1 3 max .	
	
В	 инженерной	 практике	 часто	 используются	 балки,	 собранные	
из	 нескольких	 элементов,	 как,	 например,	 деревянные	 балки	 на	
шпонках,	гвоздях,	на	клею,	стальные	клепаные	или	сварные	балки	
и	 т.	 д.	 Проверка	 прочности	 этих	 балок	 проводится	 аналогичным	









В	 некоторых	 случаях	 помимо	 величины	 главных	 напряжений		
в	точках	сечения	необходимо	знать	и	их	направление,	что	являет‐
ся	 важным	 для	 теоретического	 исследования	 напряженного	 со‐
стояния	в	балке	и	правильного	ее	конструирования.	
Рассмотрим	балку,	нагруженную	си‐
лой	 F 	 посередине	 пролета	 (рис.	 6.39),	
и	 серию	точек	1–5	и	6–10	по	высоте	се‐
чений	 I 	и	 II 	соответственно	(рис.	6.40).	
Представим	 точки	 в	 виде	 бесконеч‐
но	 малых	 элементов,	 по	 граням	 кото‐
рых	 действуют	 напряжения	  	 и	  ,	




















ние	 поворота	 определяется	 знаком	 и	 направлением	 касательных	
напряжений,	действующих	в	этой	точке.		
	
Точка	1.	Здесь	 0 	 	 02 2 0tg /     ,	откуда	 0 1 0.    	
	










0  	 	 02 2tg /       	 	 0 3 45      .	
	
Положение	площадки	действия	 1 	определяется	направлением	
касательных	 напряжений,	 которые,	 как	 было	 сказано	 ранее,	 как	
бы	 вытягивают	 элемент	 в	 направлении	 действия	 наибольшего	
растягивающего	 напряжения.	 Это	 направление	 соответствует	 по‐
вороту	главной	площадки	на	угол	45°	против	часовой	стрелки.	
	
Точка	 4.	 Здесь	 0 ,	 0  	  	 02 2 0tg /     ,	 значит,	
угол	 0 	 следует	 откладывать	 по	 часовой	 стрелке,	 но	 теперь	 от	
направления	 z 	как	алгебраически	большего	 0( z  ,	а	 0y  ).	Это	
соответствует	повороту	напряжения	 1 	на	угол	 4 	против	часовой	
стрелки	 от	 меньшего	 напряжения	 y ,	 поскольку	 0 490    		
(см.	рис.	6.40,	а).	И	тогда	
	
   0 4 4 42 2 90 180 2 2 0 .tg tg tg tg             	
	
Точка	5.	 Здесь	 также	 0 	 	 02 0tg   ,	 но	 здесь	 02 180   		
и	 0 5 90 .     	Поворот	площадки	также	произойдет	против	ча‐




(см.	 рис.	 6.40,	 в,	 г),	 однако	 если	 в	 сечении	 I 	 поворот	 происходит	
против	часовой	стрелки,	то	в	сечении	 II главные	площадки	будут	со‐
ответственно	поворачиваться	по	часовой	стрелке.	При	этом,	если	при	
заданном	нагружении	 балки	 (см.	 рис.	 6.39)	 сечения	 I 	 и	 II 	 симмет‐
ричны,	значения	главных	нормальных	напряжений	в	точках	одного	
уровня	будут	иметь	одинаковые	значения.	Также	одинаковым	всегда	
будет	 направление	 главных	напряжений	 во	 всех	 точках	 нейтраль‐
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Построение	траекторий	 главных	 напряжений	 выполняют	 сле‐
дующим	 образом.	 В	 произвольной	 точке	 какого‐либо	 сечения	




главного	 напряжения	 опять	 продлевают	 до	 ближайшего	 сечения,	
берут	 на	 этом	 направлении	 третью	 точку	 и	 в	 ней	 снова	 находят	
направление	 1 	 (рис.	6.41).	Про‐
цесс	 продолжается	 до	 рассмот‐
рения	всех	точек	по	длине	балки	
от	 одного	 края	 сечения	 до	 дру‐
гого.	В	результате	для	бесконеч‐
но	 близких	 сечений	 в	 пределе	
получают	 некоторую	 кривую,	 ко‐
торая	 и	 является	 траекторией	
главного	напряжения	 1 .		
Аналогичным	 образом	 выполняют	 построение	 траектории	
главного	напряжения	 3 .	Оба	семейства	ортогональными	кривых	
делят	 балку	 на	 элементарные	 прямоугольные	 элементы,	 работа‐
ющие	в	одном	направлении	на	растяжение,	а	в	другом	–	на	сжатие.	
Они	пересекают	нейтральный	слой	балки	под	углом	  45 , 	а	к	гра‐
ницам	балки	подходят	под	углами	 0 	или	 90 .	Траектории	главных	
напряжений	обладают	тем	свойством,	что	касательная	к	ним,	про‐
веденная	в	любой	точке,	определяет	направление	главного	напря‐
жения	в	 точке	касания.	Очевидно,	 что	 через	 каждую	точку	балки	
можно	 провести	 только	 две	 ортогональные	 линии,	 соответствую‐





для	 балки,	 нагруженной	 рав‐
номерно	 распределенной	 на‐
грузкой,	 где	 сплошные	 линии	
соответствуют	 растягивающе‐




ках	балки	имеет	место	чистый	изгиб,	где	 0Q  	и,	значит,	 0 ,	то	
здесь	 в	 любой	 точке	 сечения	 положение	
главных	 площадок	 не	 изменяется,	 и	 они	
всегда	остаются	параллельными	и	перпен‐
дикулярными	 нейтральному	 слою,	 а	тра‐
ектории	 главных	 напряжений	 превраща‐
ются	 в	 два	 семейства	 прямых	 –	 продоль‐
ных	и	поперечных	линий	(рис.	6.43).		
Траектории	 главных	 напряжений	 имеют	 огромное	 практическое	
значение	 при	 конструировании	 балок	 и	 других	 сложных	 конструк‐
ций.	Они	указывают	направление,	в	котором	следует	укреплять	кон‐
струкцию,	устанавливая	в	ней	арматуру	и	другие	упрочняющие	эле‐
менты,	 чтобы	 именно	 они	 воспринимали	 на	 себя	 наибольшие	 дей‐
ствующие	напряжения.	Это	 особенно	 актуально,	 когда	конструкция	
выполнена	 из	 хрупких	материалов,	 которые	 плохо	 сопротивляются	
растяжению	 и	 прочность	 которых	 в	 направлении	 напряжения	 1 	
может	быть	нарушена.	Примером	
такой	 конструкции	 является	 же‐
лезобетонная	балка,	упрочненная	













ния	 потенциальной	 энергии	 деформации,	 которая	 накапливается		
в	 элементах	 в	 результате	 их	 деформирования.	 Расчеты,	 основан‐
ные	на	 определении	потенциальной	 энергии,	 называются	энерге‐
тическими	методами	 решения	 задач	 и	 имеют	широкое	 примене‐
ние	 в	 сопротивлении	 материалов.	 С	 помощью	 потенциальной	
энергии	 определяются	 деформации	 и	 перемещения	 узлов	 при	
сложном	 нагружении	 конструкции,	 рассчитываются	 статически	
неопределимые	 системы,	 осуществляется	 оценка	 прочности	 эле‐






мер	точку	 4	 (см.	 рис.	 6.40,	 а),	 и	 выделим		
в	 ее	 окрестности	 бесконечно	 малый	 эле‐
мент,	 по	 граням	 которого	 действуют	 нор‐
мальные	  	 и	 касательные	  	 напряжения	
(рис.	6.45).	Объем	элемента		
	
d d dV A z  ,	
	
где	 dz 	–	длина	элемента	вдоль	продольной	оси,	а	 dA 	–	величина	
площадки,	 в	 которой	 действуют	 напряжения	 и	 которая	 лежит		
в	плоскости	поперечного	сечения	балки.	
Приняв	выделенный	элемент	(см.	рис.	6.45)	за	единицу	объема,	
определим	 накопленную	 в	 нем	 потенциальную	 энергию	 дефор‐
мации.	
Согласно	 теории	 напряженного	 состояния	 удельная	 потенци‐
альная	 энергия	 деформации	 через	 главные	 нормальные	 напряже‐
ния,	действующие	в	точке,	может	быть	определена	по	формуле		
	
  2 2 21 2 3 1 2 2 3 3 11 22u E              ,				(6.31)	
	
где	при	плоском	изгибе,	 в	 точках,	находящихся	в	плоском	напря‐
женном	 состоянии,	 напряжение	 2 0  ,	 а	 напряжения	 1 	 и	 3 	
					Рис.	6.45
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определяются	 через	 нормальные	 и	 касательные	 напряжения	 по	
формулам	(6.27):	
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где	 , ,E G  	–	модуль	Юнга,	модуль	сдвига	и	коэффициент	Пуассо‐
на	материала	балки	соответственно.	





























Значения	 остальных	 величин,	 входящих	 в	 выражение	 (6.33),	
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Так	 как	 величины	 , , , , xM Q E G I 	 являются	 постоянными	 для	
данного	сечения,	их	можно	вынести	за	знак	второго	интеграла:			
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–	для	круглого	сечения	 10/9k  ;				
–	двутавра	 полн стенки/ 2...2,4;k A А  	
















Таким	 образом,	 потенциальная	 энергия	 при	 поперечном	 изгибе	
вычисляется	как	сумма	энергий	от	двух	деформаций:	деформации	
изгиба,	вызываемого	моментом	M ,	и	деформации	сдвига,	вызыва‐
емого	 поперечной	 силой	 Q .	 Однако	 в	 балках,	 длина	 которых	
намного	превосходит	размеры	сечения,	по	крайней	мере	в	шесть–















    .	
	
Если	 форма	 сечения	 задана,	 то	 расчет	 заключается	 в	 опреде‐
лении	 размеров	 сечения,	 которые	 для	 выбранного	 материала		
























но	 и	 выбор	 формы,	 обеспечивающей	 какие‐либо	 специальные	
требования,	 то	 следует	 рассматривать	 сечения,	 которые	 имеют		
наибольший	момент	сопротивления	 xW ,	так	как	эта	величина	ха‐
рактеризует	 способность	 поперечного	 сечения	 сопротивляться	




   xM W  .	
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Однако	 подбор	 сечения	 только	 по	 принципу	 наибольшего	 мо‐
мента	 сопротивления	 не	 является	 корректным	 и	 величину	 xW 	
нельзя	принимать	за	единственный	критерий,	определяющий	пра‐
вильность	выбора.	При	подборе	сечения	кроме	прочности	элемен‐
та	необходимо	рассматривать	 также	вопрос	 его	 стоимости	и	 эко‐
номической	 целесообразности.	 Безусловно,	 обеспечение	 прочно‐
сти	 является	 первостепенным	 и	 обязательным	 условием,	 однако	
оно	 должно	 выполняться	 при	 наименьших	 материальных	 затра‐
тах,	 связанных	 с	 расходом	материала	на	данный	элемент.	Исходя	
из	этого	рациональным	считается	такое	сечение,	которое	обеспе‐
чивает	прочность	элемента	при	наименьшем	его	весе,	т.	е.	при	ми‐







шей	площади	 сечения	 A 	 имеет	наибольший	момент	 сопротивле‐
ния	 xW ,	т.	е.	форма	с	наиболее	высоким	значением	коэффициента	
 .	 Этот	принцип	является	общим	как	для	пластичных,	 так	и	для	
хрупких	 материалов,	 хотя	 для	 последних	 подбор	 сечения	 имеет	
некоторые	особенности,	о	которых	будет	сказано	ниже.	
Рассмотрим	варианты	рациональных	сечений	для	балок	из	плас‐
тичных	 материалов,	 которые,	 как	 известно,	 одинаково	 сопро‐
тивляются	 растяжению	и	 сжатию	и	 для	 этих	 деформаций	 имеют	
примерно	одинаковые	значения	допускаемых	напряжений:		
	







рассмотрим	 характер	 распределения	 нормальных	 напряжений		
в	 прямоугольном	 сечении	 (рис.	 6.46,	 а).	 Как	 видно	 из	 эпюры	
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напряжений	 (рис.	 6.46,	б),	 наиболее	нагруженным	является	мате‐
риал,	расположенный	ближе	к	краям	сечения,	а	внутренняя	часть	
сечения,	 особенно	 в	 области	 нейтральной	 оси,	 недогружена,	 по‐
этому	использование	 здесь	 такого	 количества	материала	нецеле‐
сообразно	и	нерационально.	Чтобы	достичь	минимальной	матери‐
алоемкости	 элемента,	 необходимо	 подбирать	 такую	 форму	 сече‐
ния,	чтобы	наибольший	объем	материала	располагался	в	областях,	
как	можно	дальше	удаленных	от	нейтральной	оси,	т.	е.	в	областях,	
работающих	 при	 наибольших	 напряжениях,	 равных	 или	 близких	
допускаемым	   .	 Недогруженные	 области	 сечения,	 где	 напря‐





Идеальным	в	 этом	отношении	будет	 сечение,	 в	 котором	мате‐
риал	сосредоточен	в	двух	прямоугольных	полосках,	равноудален‐









Эти	 сечения	 являются	 наиболее	 рациональными	при	изгибе,	 при	





площади	 сечения	 прочность	 и	 грузоподъемность	 тонкостенных	
балок	многократно	выше,	чем	балок	сплошного	сечения.	При	этом	
важным	является	расположение	сечения	по	отношению	к	плоско‐
сти	 изгиба.	 Полученные	 выше	формулы	 (6.8),	 (6.9)	 и	 (6.17)	 пока‐
зывают,	 что	 сечение	 следует	 располагать	 таким	 образом,	 чтобы	
нейтральной	 осью	 была	 главная	 центральная	 ось	 с	 наибольшим	
моментом	 инерции,	 т.	е.	 (н.о.) maxxI I .	 Это	 позволит	 увеличить	
жесткость	балки,	снизить	напряжения	и	повысить	ее	прочность.	
Проиллюстрируем	вышесказанное	на	примере	балок	двутавро‐























































































max/x xW I y ,	
	
чем	больше	момент	инерции	сечения,	тем	большим	будет	момент	
сопротивления.	 Поэтому	 при	 конструировании	 сложных	 состав‐
ных	сечений	бóльшую	часть	материала	следует	располагать	даль‐
ше	 от	нейтральной	 оси.	Однако	 в	 некоторых	 сечениях	 увеличить	
момент	 сопротивления	 можно,	 на‐
оборот,	 срезанием	наиболее	удален‐
ной	 их	 части,	 как	 это	 показано	 на	
рис.	6.48	для	круглого	 сечения	и	 се‐
чения	 «квадрат,	 поставленный	 на	
ребро».	В	этих	случаях,	 хотя	момент	
инерции	 сечения	 уменьшается,	 од‐
нако	его	уменьшение	происходит	в	меньшей	степени,	чем	умень‐
шение	расстояния	до	наиболее	удаленной	точки,	 т.	 е.	 maxy ,	 в	ре‐
зультате	 чего	 момент	 сопротивления	 в	 целом	 возрастет.	 С	 помо‐
щью	несложных	расчетов	можно	показать,	что	срезание	верхушек	




ния,	 когда	 увеличение	 момента	 инерции	 приводит	 к	 уменьшению	
момента	сопротивления	и	снижению	прочности	балки.		
Нерациональным	 сечением	для	 элементов,	 работающих	на	из‐
гиб,	 является	 круг.	 Его	 выбор	 может	 быть	 оправдан	 только	 кон‐
структивными	 и	 технологическими	 соображениями,	 например,	
для	вращающихся	деталей	–	валов	зубчатых	и	ременных	передач		









ных	 условиях	 не	 является	 рациональной.	 Наиболее	 надежными	
при	разнонаправленной	нагрузке	являются	именно	полые	круглые	
трубы.	 Такое	 решение	 подсказано	 самой	 природой:	 многие	 есте‐
ственные	объекты,	работающие	в	таких	условиях,	по	форме	явля‐
ются	 полыми	 и	 круглыми,	 как,	 например,	 кость	 ноги	 человека		
и	животных,	бамбук	и	т.	п.	




одинаково	 сопротивляются	 растяжению	 и	 сжатию,	 критерии	 оп‐













жения	на	 краю	 сечения	 будут	 равны	 соответствующим	 допускае‐
мым	 напряжениям.	 При	 этом	 для	 обеспечения	 прочности	 балки		
в	 зависимости	 от	 расчетной	 схемы	 сечение	 следует	 располагать	
таким	 образом,	 чтобы	 нейтральная	 ось	 была	 смещена	 в	 сторону	
растянутых	 волокон.	 Как	 известно,	 хрупкие	материалы	 плохо	 со‐
противляются	растяжению,	поэтому	при	таком	расположении	рас‐
стояние	до	растянутых	волокон	бу‐
дет	 меньше,	 а	 значит,	 меньше	 бу‐
дут	 и	 максимальные	 растягиваю‐
щие	 напряжения,	 опасные	 для	 та‐












рых	 растянутые	 волокна	 оказываются	 теперь	 более	 удаленными	
от	нейтральной	оси,	 чем	 сжатые.	Именно	эти	 сечения,	 где	макси‐
мальные	растягивающие	напряжения	велики,	могут	представлять	
опасность,	 даже	 если	 прочность	 балки	 в	 наиболее	 нагруженном	
сечении	будет	обеспечена.	Примером	такой	балки	является	балка,	
представленная	на	рис.	6.51,	в	которой	
при	 указанном	 расположении	 профи‐
ля	наиболее	опасными	могут	оказать‐
ся	 сечения	на	 опорах,	 а	 не	 в	 середине	
пролета,	где	 2max 1,5M qa .	
В	 инженерной	 практике	 часто	 ис‐
пользуют	балки	со	сложным	составным	
сечением,	 собранным	 из	 стандартных	







ставных	 балок	 включает	 в	 себя	 расчет	 и	 проектирование	 балки	
как	 цельной	 конструкции,	 а	 также	 выбор,	 проектирование	 и	 рас‐
положение	 соединительных	 элементов,	 скрепляющих	 ее	 части.	
Однако	при	создании	таких	балок	следует	помнить,	что	отверстия	
и		шпоночные	канавки	ослабляют	сечение	и	существенно	снижают	
прочность.	 Влияние	 оказывает	 даже	 расположение	 этих	 вырезов	
по	 сечению.	 Так,	 например,	 отверстие	 в	 полке	 двутавра	 снижает	
прочность	 балки	 намного	 сильнее,	 чем	 отверстие	 в	 стенке,	 а	 от‐
верстие	 на	 уровне	 нейтральной	 оси	 является	 практически	 без‐
опасным	 для	 ее	 прочности.	 Ослабление	 сечения	 отверстиями	 и	
вырезами	 учитывается	 при	 вычислении	 момента	 инерции	 сече‐




ослаблений	 является	 приближенным,	 так	 как	 не	 учитывает	 кон‐
центрацию	напряжений,	а	также	целый	ряд	других	факторов,	вли‐
яющих	 на	 прочность.	 Точный	 расчет	 составных	 балок	 обладает	
целым	рядом	особенностей,	и,	как	об	этом	было	сказано	выше,	их	
изучение	 выходит	 за	 рамки	 сопротивления	 материалов	 и	 более	
подробно	рассматривается	в	специальных	инженерных	курсах.	
В	 завершение	 следует	 отметить,	 что	 выбор	 сечения	 и	 подбор	
его	размеров	осуществляются	по	наиболее	нагруженному	сечению	
балки,	 в	 то	 время	 как	 остальные	 сечения	 являются	менее	 нагру‐
женными,	 а	 значит,	 вычисленные	 по	 опасному	 сечению	 размеры	
окажутся	излишними	для	других	сечений.	Поэтому	в	целях	эконо‐
мии	 материала	 и	 снижения	 веса	 наиболее	 рациональными	 явля‐
ются	 балки	 переменного	 сечения.	 В	 этом	 отношении	 идеальными	
являются	балки	равного	сопротивления,	у	которых	во	всех	сечени‐







max max / xM W  ,	
	
так	же,	как	и	соответствующие	формулы	при	растяжении	и	круче‐




струкциях,	 наделены,	 как	 правило,	
разного	 рода	 отверстиями,	 надре‐
зами,	 выточками,	 канавками,	 реб‐
рами,	 вставками	 и	 т.	 п.	 (рис.	 6.52),	
которые	резко	изменяют	контур	те‐
ла	и	форму	сечения.	В	окрестностях	
этих	 переходов	 уровень	 напряже‐
ний	 резко	 повышается.	 Здесь	 воз‐
никает	 явление,	 называемое	 кон‐




мы	 тела	и	 размеров	 сечения.	 Конструктивные	особенности,	 вызы‐
вающие	концентрацию	напряжений,	называют	концентраторами	




Концентрация	 напряжений	 имеет	 местный	 характер.	 Локали‐
зируясь	 вблизи	 концентраторов,	 напряжения	 быстро	 снижаются	
при	удалении	от	них,	поэтому	повышенные	напряжения	в	местах	
концентрации	 называют	 местными	 напряжениями.	 Местные	 на‐
пряжения	 в	 зоне	 контакта	 деформируемых	 тел,	 где	 также	 возни‐
кает	концентрация,	называют	контактными	напряжениями.	
Анализ	 разрушений	 конструкций	 показывает,	 что	 значитель‐
ное	большинство	поломок	и	появление	хрупких	трещин	возника‐
ет,	 как	 правило,	 вблизи	 концентраторов	 напряжений.	 Опасность	
концентрации	напряжений	имеет	место	и	при	статических,	и	при	
динамических	 нагрузках,	 однако	 в	 последнем	 случае	 она	 много‐
кратно	 выше	 и	 особенно	 возрастает	 в	 условиях	 низких	 темпера‐
тур,	способствующих	охрупчиванию	материала.		
Явление	концентрации	напряжений	и	причину	ее	возникнове‐





При	 растяжении	 элемента	 и	 отсутствии	 на	 нем	 концентра‐
торов	силовые	линии,	построенные	по	главному	напряжению	 1 ,	
направлены	параллельно	растягивающей	си‐
ле	 и	 отстоят	 друг	 от	 друга	 на	 одинаковом	
расстоянии,	 что	 соответствует	 равномерно‐
му	 распределению	 напряжений	 по	 сечению	
(рис.	6.53,	а).	В	случае	наличия	концентратора,	








тока	 жидкости,	 движущейся	 в	 канале	 и	 обтекающей	 столб,	 стоя‐
щий	 посередине	 канала.	 Эта	 аналогия	 является	 очень	 наглядной		
и	позволяет	определить	влияние	размеров	и	формы	концентрато‐
ра	на	величину	возникающих	здесь	напряжений,	а	также	указыва‐
ет	 способы	 снижения	 концентрации.	 Так,	 совершенно	 очевидно,	
что	 напряжения	 в	 точках	 m–m	 (см.	 рис.	 6.53,	 б)	 равны	 нулю.	
Наиболее	предпочтительна	замена	круглого	отверстия	овальным,	




ний.	 По	 этой	 же	 причине	 расположение	 отверстий	 в	 ряд	 вдоль	
направления	 силы	 предпочтительнее,	 чем	 расположение	 этого	
ряда	поперек	 силы.	Наиболее	опасны	тонкие	поперечные	запилы	
(трещины).	 Напряжения	 на	 их	 внутренних	 краях	 очень	 велики,		
и	 если	 конструктивно	 отказаться	 от	 такого	 выреза	 невозможно,		
то	 концы	 запилов	 следует	 рассверливать	 (скруглять),	 что	 значи‐
тельно	 улучшит	 условия	 обтекания	 и	 снизит	 напряжения	 в	 этой	
зоне.	 Рассверливание	 острых	 концов	 надрезов	 является	 общеиз‐
вестным	 способом	 предупреждения	 дальнейшего	 распростране‐
ния	трещины.	Существуют	и	другие	технологические	приемы	под‐
держания	прочности	в	области	концентратора:	усиление	края	от‐





построение	 которых	 для	 изгиба	 рассмотрено	 выше	 (см.	 рис.	 6.43),	
направлены	 параллельно	 оси	 балки.	 Поэтому	 условия	 обтекания	






те	 сечения.	 Поэтому	 при	 проектировании	 балок	 следует	 иметь		
в	 виду,	 что	 концентраторы	 предпочтительнее	 располагать	 по‐
дальше	 от	 поверхности,	 так	 как	 здесь	 они	 попадают	 в	 область	
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плотно	 проходящих	 силовых	 линий,	 обтекание	 которыми	 приве‐
дет	к	значительной	концентрации	напряжений	на	краю	сечения.			
	




мы	балки	–	вида	нагрузки,	 опор	и	 т.	 д.	Пример	построения	таких	
линий	рассмотрен	выше	 (см.	 рис.	 6.42).	Однако	и	для	 этих	линий	
любые	 концентраторы	 являются	 препятствием	 на	 пути	 их	 про‐









Количественной	 характеристикой	 концентрации	 напряжений,	
позволяющей	 оценить	 прочность	 детали	 в	 очаге	 концентрации,	















для	 плоского	 изгиба.	 Совершенно	 очевидно,	 что	 коэффициент	
концентрации	больше	единицы,	при	этом	чем	более	резкие	очер‐
тания	имеет	 концентратор,	 тем	резче	 в	 его	 области	искривление	
силовых	линий	и	тем	более	высокое	 значение	будет	иметь	коэф‐
фициент	концентрации.	
Для	 оценки	прочности	 деталей	 в	 расчетах	 используют	 два	 ко‐
эффициента	концентрации:			
	
①	Теоретический	 коэффициент	 концентрации	 к(т) 	 вычис‐




3	и	более;	 зависит	от	вида	концентратора,	 его	 остроты,	 абсолют‐
ного	размера	и	размера	относительно	детали,	от	вида	деформации	
и	типа	напряженного	состояния,	но	не	учитывает	при	этом	свойств	
материала.	 В	 настоящее	 время	 в	 силу	 сложности	 решения	 задач	
теоретическое	определение	 к(т) 	 выполнено	только	для	некото‐
рых	 типов	 концентраторов.	Для	большинства	же	 случаев	 этот	 во‐
прос	 решен	 экспериментально	 –	 методами	 фотоупругости,	 тензо‐
метрии,	лаковых	покрытий,	муаровых	полос	и	др.		
	
②	Действительный	 (эффективный)	 коэффициент	 концен‐
трации	 к(д) 	 зависит	 от	 тех	 же	 факторов,	 что	 и	 теоретический	
коэффициент,	 но	 при	 этом	 учитывает	 структуру	 и	 пластические	
свойства	 материала.	 Действительный	 коэффициент	 меньше	 тео‐




же	 образца,	 но	 с	 соответствующим	 концентратором	 в(к) ,	 т.	 е.	
к(д) в в(к)/    ;		
–	 для	 циклического	 нагружения	 –	 как	 соответствующее	 отно‐
шение	пределов	выносливости	материала.	При	этом	 следует	пом‐
нить,	 что	 действительный	 коэффициент	 концентрации	 зависит	
также	от	геометрии	образца	и	способа	нагружения,	поэтому	резуль‐
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таты	 испытания	 определенного	 образца	 с	 определенным	 типом	
концентратора	 не	могут	 быть	 перенесены	на	 конструкцию	 произ‐









ков	 и	 таблиц,	 как,	 например,	
показано	на	рис.	6.55.	
Проявление	 концентрации	
напряжений	 и	 ее	 влияние	 на	
работу	 деталей	 зависит	 от	 свойств	 материала	 и	 условий	 его	 на‐
гружения.	
		
Хрупкие	 материалы	 крайне	 чувствительны	 к	 концентрации	





до	 самого	 момента	 разрушения	 они	 находятся	 в	 упругом	 состоя‐
нии.	 Действительный	 коэффициент	 концентрации	 для	 таких	 ма‐




 max к(т) н      .	
	
Оценка	прочности	по	наибольшим	местным	напряжениям	для	
хрупких	 материалов	 является	 обязательной,	 и	 ее	 следует	 прово‐
дить	 для	 деталей,	 выполненных	 даже	 из	 твердых	 закаленных	 и	









который	 оказывается	 совершенно	 нечувствительным	 к	 концен‐









Пластичные	материалы	 при	 статическом	 нагружении	 явля‐
ются	 малочувствительными	 к	 концентрации	 напряжений,	 и	 воз‐
никающие	 местные	 напряжения	 не	 оказывают	 существенного	
влияния	 на	 прочность	 детали.	 Так	 как	 разрушению	 пластичных	
материалов	предшествует	текучесть,	поэтому	рост	местных	напря‐
жений	 в	 очаге	 концентрации	 всегда	 будет	 ограничен	 пределом	
текучести	 т .	 При	 достижении	 этого	 значения	 рост	 напряжений		
в	 зоне	 концентратора	 останавливается,	 и	 здесь	 возникают	 мест‐
ные	 пластические	 деформации	 без	 образования	 трещины.	 Весь	
остальной	объем	тела	 за	пределами	 этой	 зоны	продолжает	рабо‐
тать	 упруго,	 сохраняя	 несущую	 способность	 конструкции	 до	 тех	
пор,	пока	напряжения	по	всему	сечению	не	достигнут	предела	те‐
кучести.	 Однако,	 как	 показывает	 опыт,	 несущая	 способность	 со‐
храняется	 практически	 до	 тех	же	 значений	 сил,	 что	 и	 при	 отсут‐
ствии	 очагов	 концентрации.	 Это	 дает	 право	 при	 статическом	 на‐
гружении	 пластичных	 материалов	 не	 учитывать	 концентрацию	
напряжений	и	расчет	на	прочность	вести	по	напряжению	 н ,	при‐
нимая	 к(д) 1  .	Однако	такой	подход	допустим	только	при	стати‐
ческом	нагружении.	При	динамических	нагрузках,	 а	 также	при	 ра‐
боте	в	условиях	низких	температур,	способствующих	охрупчиванию	
материала,	выравнивание	напряжений	по	сечению	не	успевает	про‐
изойти	 и	 резкое	 повышение	 напряжений	 в	 зоне	 концентраторов	
даже	 у	 пластичных	 материалов	 может	 привести	 к	 образованию	
трещины.	В	 этих	 случаях	 учет	концентрации	напряжений	в	 расче‐
тах	на	прочность	является	обязательным.	
	
При	 плоском	 поперечном	 изгибе	 помимо	 концентрации	 нор‐
мальных	напряжений	 в	некоторых	случаях	при	оценке	прочности	
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детали	 необходимо	 принимать	 во	 внимание	 и	 концентрацию	 ка‐
сательных	 напряжений,	 которая	 возникает	 в	 тонкостенных	 про‐
филях	–	швеллерах,	двутаврах,	уголках	и	т.	д.	 –	в	местах	соедине‐
ния	вертикальных	и	горизонтальных	участков.	Эта	концентрация	
обусловлена	 резким	 изменением	 толщины	 элементов	 сечения,		
в	 результате	 чего	 картина	 распределения	 касательных	 напряже‐





нако	 по	 линии,	 проходящей		




входящих	 углов	 сечения	 до‐
стигают	 значительной	 вели‐
чины	 (рис.	 6.56,	б).	Для	 сни‐
жения	столь	резкой	концен‐
трации	напряжений	в	этих	местах	и	поддержания	прочности	сече‐
ния	 на	 практике	 выполняют	 скругление	 углов,	 обеспечивающее	
плавный	переход	от	одного	размера	к	другому.	
	
В	 завершение	 изучения	 вопроса	 о	 концентрации	 напряжений	
следует	 сказать,	 что	 существует	 много	 технологических	 приемов	
для	 снижения	 напряжений	 в	 очагах	 концентрации	 и	 повышения	
прочности	 элементов	 в	 этих	 зонах.	 Однако	 главным	 способом	
обеспечения	 прочности	 является	 правильно	 спроектированная	
форма	детали.	При	конструировании	необходимо	следовать	глав‐
ному	 принципу:	 по	 возможности	 избегать	 острых	 углов	 и	 надре‐












При	 проектировании	 балок,	 как	 и	 любых	 других	 элементов,	
главным	 и	 основным	 вопросом	 является	 вопрос	 прочности,	 тре‐
бующий	 выполнения	 соответствующих	 расчетов	 на	 прочность.	
Однако	существуют	конструкции,	для	которых	обеспечение	толь‐
ко	 прочности	 не	 является	 гарантом	 надежной	 работы,	 так	 как	
нарушение	работоспособности	может	произойти	из‐за	потери	жест‐
кости,	 т.	 е.	 возникновения	 недопустимо	 больших	 деформаций	 и	
искажения	 формы.	 Определение	 этих	 деформаций,	 оценка	 их	 ве‐
личины	 и	 принятие	 соответствующих	 мер,	 обеспечивающих	 тре‐
буемую	жесткость,	являются	для	данных	конструкций	такими	же	
важными	и	необходимыми,	как	и	обеспечение	прочности,	поэтому	




сечения	 или	 нагрузки,	 которые	 обеспечат	 необходимую	 ее	 жест‐
кость	 и	 не	 приведут	 к	 возникновению	 перемещений,	 превышаю‐
щих	 установленные	 технические	 нормы.	 Нарушение	 жесткости	
при	 изгибе,	 например	 валов	 зубчатых	 передач	 приводит	 к	 нару‐
шению	 правильности	 зацепления,	 а	 чрезмерный	 изгиб	 турбины	
может	привести	к	недопустимому	касанию	лопаток	о	корпус	и	т.	д.	
Поэтому	в	большинстве	случаев	вопросы	жесткости	являются	та‐
кими	же	 актуальными,	 как	 и	 вопросы	 прочности.	 Кроме	 того,	 на	
вычислении	 деформаций	 строится	 решение	 многих	 инженерных	










ральном	 слое,	 ее	 длина	 при	 изгибе	 не	 изменяется,	 поскольку	 во‐
локна	 нейтрального	 слоя	 не	 получают	 продольных	 деформаций.		
В	 соответствии	 с	 плоским	 изгибом,	 когда	 все	 изгибающие	 силы	
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лежат	 в	 одной	 силовой	 плоскости,	 являющейся	 главной	 плоско‐
стью	 инерции,	 изгиб	 балки	 происходит	 в	 той	 же	 плоскости,	 т.	 е.	










воначально	 прямой	 оси.	 Наиболь‐
ший	прогиб	обозначается	 f 	 и	на‐
зывается	стрелой	прогиба.	Так	как	
каждое	 сечение,	 определяемое	 на	









бы	 и	 выполняться	 построение	 ее	 изогнутой	 оси.	 Поэтому	 в	 даль‐









Строго	 говоря,	 при	 искривлении	 балки	 возникают	не	только	 прогибы,	
но	 и	 горизонтальные	 смещения	 сечений	 вдоль	 оси.	 Однако	 эти	 смещения	








координат	 (см.	 рис.	 7.1),	 в	 котором	 прогиб	 и	 угол	 поворота	 соот‐
ветственно	 zy 	и	 z .	Так	как	сечение,	поворачиваясь,	остается	пер‐
пендикулярным	к	оси	балки,	 то	 угол	 его	поворота	 z 	 будет	равен	
углу	 наклона	 касательной	 к	 оси	 абсцисс,	 проведенной	 к	 изогнутой	
линии	балки	в	данном	сечении,	т.	е.	 z   	(см.	рис.	7.1).	На	основа‐
нии	 этого	 равенства	 вычисление	 угла	 поворота	 сечения	 z 	 будем	
производить	через	 равный	 ему	 угол	  ,	 который	образует	касатель‐
ная	с	осью	 Z ,	проведенная	к	изогнутой	оси	балки	в	данном	сечении.		
Исходя	из	геометрического	смысла	касательной,	согласно	кото‐



























Из	 выражения	 (7.1)	 видно,	 что	расчет	деформаций	при	изгибе	
прежде	 всего	 требует	 получения	 для	 заданной	 балки	 уравнения	
прогибов		
 zy y z .	
	
Так	как	изогнутая	ось	балки	представляет	собой	плавную	кри‐
вую	линию,	то	и	функция	  zy y z ,	и	ее	первая	производная	 z 	
будут	непрерывны	на	 всей	длине	 балки.	Поэтому,	 определив	для	
заданной	балки	уравнение	прогибов	  zy y z 	и	взяв	производную	
этой	функции	(7.1),	мы	получаем	уравнение	углов	поворота	
	
 z z  ,	
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с	помощью	которого	для	любого	сечения	балки	с	координатой	 z
могут	 быть	 вычислены	 прогиб	 и	 угол	 его	 поворота.	 Определив	
прогибы	 в	 нескольких	 сечениях	 и	 соединив	 полученные	 точки	




прогиб	 f ,	 который	 в	 целях	 безопасной	 и	 надежной	 работы	 эле‐
мента	 должен	 быть	 ограничен	 некоторой	 величиной	  f ,	 уста‐








	прогиб	 считается	положительным,	 если	точка	оси	 (центр	










висят	 от	 величины	 изгибающего	 момента,	 действующего	 в	 сече‐












связывает	деформацию	балки,	т.	 е.	 ее	кривизну	 1/ 	 в	 сечении,	 с	
действующим	здесь	изгибающим	моментом	 изгM ,	 где	  	 –	радиус	
кривизны	нейтрального	слоя	или	изогнутой	оси	балки	в	соответ‐
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ствующем	 сечении	 (см.	 рис.	 6.4).	 На	 основании	 этой	 зависимости	
между	 внутренним	 усилием	 и	 деформацией	 изменение	 изгибаю‐
щего	момента	при	переходе	от	сечения	к	сечению	влечет	за	собой	
изменение	 радиусов	 кривизны	 (рис.	 7.2),	 что	 в	 конечном	 итоге	
определяет	 форму	 упругой	 линии	
балки.	Так,	например,	в	 случае	чи‐
стого	 изгиба,	 когда	 изгибающий	
момент	 имеет	 одинаковое	 значе‐
ние	во	всех	сечениях,	радиусы	кри‐
визны	сечений	также	будут	одина‐
ковыми,	 поэтому	 балка	 будет	 изо‐
гнута	по	дуге	окружности.	В	других	
же	случаях,	когда	изгибающий	мо‐
мент	 изменяется	 по	 длине,	 опре‐





















Применяя	 это	 уравнение	 для	 балки	 и	 учитывая,	 что	 упругие	









зависимость,	 которая	 в	 дифференциальной	форме	 устанавливает	


















не	 зависит	 от	 выбранной	 систе‐
мы	координат	и,	согласно	приня‐




Если	 балка	 изгибается	 вниз,	 мо‐
мент	считаем	отрицательным.	
	
	Знак	второй	производной	 2 2d /dy z 	зависит	от	системы	ко‐
ординат	 и	 направления	 осей	 ,Z Y .	 Из	 математики	 известно,	 что	
вторая	 производная	 (а	 значит,	 и	 кривизна)	 положительна,	 если	
кривая	 обращена	 вогнутостью	 в	 положительном	 направлении		
оси	 Y ,	т.	е.	центр	кривизны	находится	выше	кривой.	И,	наоборот,	
вторая	производная	(кривизна)	отрицательна,	если	кривая	обраще‐
на	выпуклостью	 в	 положительном	 направлении	 оси	 Y ,	 т.	 е.	 центр	
кривизны	находится	ниже	кривой.	
	
Таким	 образом,	 в	 условиях	 выбранной	 системы	 координат	 из‐
гибающий	момент	и	вторая	производная	при	любом	варианте	из‐












Выражение	 (7.2)	 называется	 основным	 дифференциальным	
уравнением	изогнутой	оси	 балки	 (для	малых	 деформаций).	 Оно	
представляет	собой	дифференциальное	уравнение	второго	поряд‐












x z x z
x z z
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где	 C 	 и	 D 	 –	 постоянные	 интегрирования,	 определяемые	 из	 гра‐
ничных	 условий,	 в	 качестве	 которых	 могут	 быть	 использованы	
условия	 закрепления	 концов	 балки,	 а	 также	 условия	 сопряжения	
сечений	на	границе	соседних	участков.	
	








Полученные	 ранее	 зависимости	 при	 изгибе	 (4.11),	 связываю‐
щие	 ,z zQ M 	и	нагрузку	 zq ,	совместно	с	уравнениями	(7.1)	и	(7.2)	







































 2 2 4 4d /d d /d d /dz z z xq Q z M z EI y z   .	
	
Из	 последнего	 выражения	 видно,	 что	 при	 нагружении	 балки	
равномерно	распределенной	нагрузкой	  constq  	форма	изогну‐
той	оси	описывается	кривой	четвертого	порядка,	а	при	отсутствии	
нагрузки	 q 	–	кривой	третьего	порядка.	
В	 зависимости	 от	 поставленной	 задачи,	 а	 также	 от	 расчетной	
схемы	балки	–	вида	опор,	нагрузки,	количества	участков	и	т.	д.	су‐
ществует	несколько	способов,	позволяющих	с	помощью	уравнения	









ления:	 для	 двухопорной	 балки	 прогибы	 на	 опорах	 равны	 нулю,		
а	 для	 консольной	 нулю	 равны	 прогиб	 и	 угол	 поворота	 сечения		
в	заделке.	Если	же	балка	имеет	два	и	более	(например	 n )	участков,	
интегрирование,	производимое	на	каждом	участке,	приведет	к	по‐
явлению	 2n 	 постоянных	 интегрирования,	 определение	 которых	
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становится	невозможным	из	условий	закрепления.	Их	необходимо	









сосредоточенной	 силой	 F 	 (рис.	 7.4),	
определить	 прогиб	 и	 угол	 поворота	
конца	консоли.		
Помещаем	 балку	 в	 прямоугольную	
систему	 координат:	 начало	 координат	
устанавливаем	 в	 крайнем	 левом	 сече‐
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Для	 определения	 постоянной	 интегрирования	 C 	 используем	
граничное	условие	граничное	условие	 / 0z z  :	
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Для	 определения	 постоянной	 интегрирования	 D 	 используем	
граничное	условие	 / 0z zy   :	
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В	 расчетах	 на	 жесткость	 наибольший	 интерес	 представляют	
максимальный	прогиб	 f и	 max ,	 которые	 в	 данной	балке	 возни‐











Полученные	 знаки	 соответствуют	 ранее	 принятому	 правилу:	 прогиб	
происходит	в	 отрицательном	направлении	 оси	 Y ,	 а	 сечение	 поворачива‐
ется	против	хода	часовой	стрелки.		
	
Сопоставляя	значения	 f и	 max 	(7.3)	с	полученными	выше	по‐



















Для	 консольной	 балки,	 нагруженной	
равномерно	 распределенной	 нагрузкой	
q 	 (рис.	 7.5),	 определить	 прогиб	 и	 угол	
поворота	конца	консоли.	
		
Аналогично,	 как	 это	 было	 сделано	
выше,	 помещаем	 балку	 в	 систему	 коор‐
динат	 и	 для	 рассматриваемого	 сечения	
записываем	 значение	 изгибающего	 мо‐
мента:	
	
2 2/zM qz  .	
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/ 0z z   	
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изводят	 двойное	 интегрирование,	 при	 котором	 постоянные	 C иD 	 опре‐
деляют	из	условий	 / 0 0z z  	и	 / 0 0z zy   .	Полученные	уравнения	проги‐
бов	 и	 углов	 поворота	 будут	 иметь	 несколько	 иной	 вид,	 однако	 порядок	
степени	кривых	сохранится	и	численные	значения f и	 max 	(7.3),	(7.4)	оста‐
нутся	неизменными.	
	


















ной	 на	 пролете	 равномерно	 распре‐





ции	опор	одинаковы	и	    2./A BR R q 	
Помещаем	балку	в	 систему	коор‐
динат	и	 для	 сечения	 z 	 записываем	
значение	изгибающего	момента:	
	
  22 2/ /zM q z qz  .	
	
Производим	 первое	 интегриро‐
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Определяем	постоянные	интегрирования	 C 	и	 D 	из	условий	на	
опорах	 / /0 0 и 0A z B zy y   .	Из	первого	условия	 0D  ,	из	вто‐
рого	условия	
	
      
4 4 3
0 .






Такое	 же	 значение	 для	 постоянной	 C 	 можно	 было	 бы	 получить	 из	
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Для	 двухопорной	 балки,	 нагружен‐
ной	 на	 опорах	 сосредоточенными	 мо‐
ментами	 m 	 (рис.	 7.7),	 определить	 ве‐
личину	 и	 место	 возникновения	 наи‐




ко	 сосредоточенных	 моментов	 реак‐
ции	 на	 опорах	 одинаковы,	 обратно	
направлены	 и	 равны	 алгебраической	
сумме	 моментов,	 деленной	 на	 длину	
пролета.	В	нашем	примере	
	





  03 2/zM m z mz  	.	
	




относительно	 сечения	 также	 записывается	 как	 произведение	 силы	 на	
плечо,	т.	е.	на	расстояние	до	сечения.	Таким	образом,	величина	изгибающе‐
го	 момента,	 создаваемого	 силой,	 зависит	 от	 положения	 силы	 относи‐
тельно	сечения.	Если	же	в	систему	сил,	действующих	на	балку,	входит	со‐
средоточенный	момент,	он	в	уравнении	моментов	на	плечо	не	умножает‐
ся.	 Как	 известно,	 пару	 сил,	 не	 изменяя	 ее	 действия	 на	 тело,	 можно	 как	
угодно	 переносить	 в	 ее	 плоскости,	 а	 поэтому	 величина	 изгибающего	 мо‐
мента,	 создаваемого	 в	 сечении	 моментом	 m,	 не	 зависит	 от	 точки	 его	
приложения	 относительно	 сечения.	 Однако	 для	 интегрирования	 уравне‐




позволит	 производить	 непрерывное	 интегрирование	 по	 переменной	 z ,	
каждый	раз	увеличивая	ее	степень	на	единицу.		
	
Производим	двойное	интегрирование	уравнения	 /" z xy M EI :	
	
2
03 3 21 1 ;
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Определяем	постоянные	интегрирования	 C 	и	 D 	из	условий	на	














Тогда	 окончательно	 уравнение	 углов	 поворота	 и	 уравнение	
прогибов	имеют	вид	
	























оси	 и	 соединив	 их	 плавной	 кривой,	 получаем	 изогнутую	 линию	
балки.	При	этом	следует	помнить,	что	согласно	принятому	прави‐
лу	эпюра	моментов	всегда	лежит	со	стороны	сжатых	волокон,	по‐




мация	 волокон	 изменяет	 знак	 на	 противоположный	 и	 точка,	 где	
0zM  ,	для	изогнутой	оси	является	точкой	перегиба	(см.	рис.	7.7).	
Для	анализа	жесткости	балки	необходимо	определить	величи‐




Из	 математики	 известно,	 что	 если	 функция	 имеет	 производную,	 то	
она	может	иметь	экстремум	(максимум	или	минимум),	возникающий	при	
тех	 значениях	 аргумента,	 при	 которых	 ее	 производная	 равна	 нулю.	 При	
этом	касательная,	 проведенная	 к	 кривой	 в	точке	 экстремума,	 будет	па‐
раллельна	оси	абсцисс,	поскольку	тангенс	угла	наклона	касательной	явля‐
ется	 геометрическим	выражением	производной,	 и	 при	равенстве	послед‐
ней	нулю	угол	также	будет	равен	нулю.	Однако	следует	помнить,	что	не	
при	 всяком	 значении	 аргумента,	 при	 котором	 производная	 обращается		
в	нуль,	обязательно	существует	экстремум.	
	
Поскольку	 угол	 z 	 является	 производной	 функции	 zy ,	 опре‐









.2 2 2z x x x x
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z z
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экстремума	 является	 только	 значение	 0,33z   ,	 поскольку	 при	
z   ,	 т.	е.	 на	 опоре	 B ,	 прогиб	 равен	 нулю.	 Подставив	 0,33z   		
в	уравнение	прогибов	(7.7),	получаем	(см.	рис.	7.7)	
	
 20,074 / xf m EI  .	
	
В	 случае	 нагружения	 балки	 только	
одним	моментом	 m ,	 приложенным	на	

























Точкой	 экстремума	 является	 ко‐
ордината	 0 0,577z   .	 Максимальный	














Как	 было	 сказано	 ранее,	 метод	непосредственного	 интегриро‐
вания	 наиболее	 удобен	 для	 балок,	 имеющих	 один	 участок,	 когда	
изгибающий	 момент	 на	 всей	 длине	 балки	 выражается	 одной	 не‐
прерывной	функцией	и	определение	постоянных	интегрирования	
полностью	 обеспечивается	 кинематическими	 условиями	 на	 опо‐
рах.	 Однако	 при	 большем	 количестве	 участков	 решение	 задачи	
осложняется	тем,	что	на	каждом	участке	имеет	 силу	 свое	уравне‐
ние	изгибающего	момента,	 двукратное	интегрирование	 которого	




дополнительных	 краевых	 условий.	 Такими	 условиями	 являются	
условия	 сопряжения	 на	 границе	 каждых	 двух	 смежных	 участков,	
обеспечивающие	 отсутствие	 излома	 и	 разрыва	 на	 этой	 границе,		
т.	 е.	 плавность	 и	 непрерывность	 упругой	 линии	 балки.	 Условие	
плавности	 требует,	 чтобы	 на	 границе	 участков	 изогнутая	 балка	
имела	общую	касательную,	 что	 обеспечивается	 равенством	 углов	







Для	 двухопорной	 балки,	 нагруженной	 на	 пролете	 сосредото‐




смотрена	 ранее	на	 рис.	 5.4.	 Реакции	
опор	на	данной	балке		
	
;/ /A BR Fb R Fa   .	
	
Балка	 имеет	 два	 участка,	 поэто‐
му	 интегрирование	 уравнения	
/" z xy M EI 	производим	на	каждом	
участке.	
	
Сечение	1:			  10 .z a 	
	
1 1 1z A
Fb
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y z C z D
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производим	 без	 раскрытия	 скобок,	 принимая	 за	 новую	переменную	 бином	
2z a .	 Из	 математики	 известно,	 что	 при	 интегрировании	 выражения	
 dz a z 	 его	можно	заменить	на	выражение	    dz a z a  ,	поскольку	
 d dz a z  ,	и	тогда	
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Сечение	2:			   2 .a z 	
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Определяем	постоянные	интегрирования	 1 2 1 2, , ,C C D D :	
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 2 22 3/z a    ,	
	
что	 не	 соответствует	 (и	 это	 несложно	 доказать	 математически)	
координатам	участка	2.	
	
Таким	 образом,	 представленное	 решение	 подтверждает,	 что	
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здесь	же	 и	 будет	 возникать	 наибольший	прогиб,	 который	можно	














участок	 b ,	 то	 в	пределе	при	 0b  	 точка	 экстремума	 займет	по‐
ложение	 0,557 	 от	 левой	 опоры,	 т.	 е.	 очень	 близко	 к	 середине	
балки.	 Столь	 незначительное	 изменение	 координаты	максималь‐















Метод	 непосредственного	 интегрирования,	 рассмотренный	
выше,	является	удобным	способом	определения	перемещений	для	
балок,	 имеющих	 один	 участок.	 Уравнение	 упругой	 линии,	 полу‐
ченное	в	этом	случае,	имеет	силу	на	всей	длине	балки	и	позволяет	
определять	прогибы	и	углы	поворота	в	любом	ее	сечении.	Однако	
при	 бóльшем	 количестве	 участков	 использование	 метода	 приво‐
дит	к	появлению	большого	числа	произвольных	постоянных	инте‐








ния	 прогибов,	 полученные	 для	 каждого	 участка,	 позволяют	 учи‐




Для	 решения	 задач	 такого	 класса	 в	 механике	материалов	 раз‐
работан	 способ,	 называемый	методом	начальных	параметров,	
позволяющий	 при	 любом	 количестве	 участков	 свести	 решение		
к	 определению	 только	 двух	 постоянных	 интегрирования.	Метод	
начальных	 параметров	 основан	 на	 приеме	 Клебша	 –	 немецкого	



















	 балка	помещена	 в	 сис‐
тему	 координат	 с	 началом		
в	 крайнем	 левом	 сечении,	
общим	для	всех	участков;		
	 сечения	 на	 балке	 рас‐
сматриваются	от	начала	ко‐
ординат	 слева	 направо,	 и		
в	 выражение	 для	 изгибаю‐
щего	момента	должны	входить	все	силы,	расположенные	слева	от	
сечения;	
	 внешний	 момент	 m ,	 входящий	 в	 уравнение,	 умножается	 на	




до	 конца	 балки,	 следует	 продлевать	 (с	 сохранением	 характера	
нагрузки)	 до	 крайнего	 правого	 сечения,	 а	 для	 восстановления		
действительных	 грузовых	 условий	 на	 балке	 вводится	 «компен‐
сирующая»	 нагрузка	 'q q 	 обратного	 направления.	 Продленная		










индекса,	 т.	 е.	 xI I ),	 а	 также	 установим	 особенности,	 вносимые	
различными	типами	нагрузок	в	данные	уравнения.		
	
Участок	1:			 10 .z a  	
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Участок	3:			 3 .b z c  	
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Участок	4:			 4 .c z d  	
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Участок	5:			 5 .d z   	
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ние	 изгибающего	 момента	 предыдущего	 участка	 с	 добавлением		
слагаемого,	 вносимого	нагрузкой,	 появляющейся	на	новом	участ‐
ке.	Соответствующая	структура	выражений	получается	также	для	
уравнений	 углов	поворота	и	 прогибов	 с	 возникновением	на	 каж‐
дом	 участке	 двух	 постоянных	 интегрирования.	 В	 результате	 ре‐
шения	для	данной	балки	таких	постоянных	будет	десять:	
	
1 2 3 4 5, , , ,C C C C C 		и		 1 2 3 4 5, , , , .D D D D D 	
	
Для	определения	величин	 iC 	и	 iD 	рассмотрим	два	смежных	се‐
чения	 на	 границе	 любых	 двух	 участков,	 для	 которых	 из	 условия	
плавности	и	непрерывности	изогнутой	оси	балки	должны	выпол‐
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Так	как	на	границе	 2 3   	и	 2 3y y ,	то	 2 3C C 	и	 2 3D D .	
Участок	3:			 3 .z c 			
   










EI m c a C
m c a F c b
EIy C Dc

    
 
   
	
Участок	4:					 4 .z c 	
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
   
	
Так	как	на	границе	 3 4   	и	 3 4y y ,	то	 3 4C C 	и	 3 4D D .	
Рассматривая	 другие	 границы	 участков	 и	 выполняя	 для	 них	
аналогичные	операции,	получаем	
	
1 2 3 4 5C C C C C C     		и		 1 2 3 4 5 .D D D D D D     	
	
Таким	 образом,	 соблюдение	 правил	 составления	 и	 интегриро‐
вания	 упругой	 линии	 балки	 обеспечивает	 равенство	 постоянных	
интегрирования	 на	 всех	 участках	 и	 позволяет	 свести	 их	 количе‐
ство	 только	 к	 двум:	 C 	 и	 D .	 Чтобы	 установить	 геометрический	
смысл	этих	величин,	рассмотрим	уравнения	углов	поворота	и	про‐
гибов	на	первом	участке.	Тогда	для	сечения	 1 0z  ,	т.	е.	лежащего		
в	начале	координат,	получаем	
	
1/ 0 1/ 01 10 0
;z zEI EI C EIy EIy D       .	
	




Подставив	постоянные	 0C EI  	 и	 0D EIy 	 в	 уравнения	углов	
поворота	и	прогибов	для	участка	5,	 как	в	наиболее	общие	урав‐
нения,	содержащие	все	внешние	силы	от	начала	координат	до	по‐
следнего	 участка,	 и	 перенеся	 значения	 постоянных	 в	 начало	 вы‐
ражений,	как	относящихся	к	первому	участку,	окончательно	полу‐
чаем	уравнения	в	следующем	виде:		
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Уравнения	 (7.10)	 называются	 универсальными	 уравнениями	
метода	начальных	параметров.	Необходимо	иметь	в	 виду,	 что	
эти	 уравнения	 действительны	 только	 при	 условии,	 когда	 начало	
координат	 расположено	 в	 крайнем	 левом	 сечении	 балки	 и	 поло‐
жительным	для	оси	 z 	является	направление	слева	направо.	
Таким	 образом,	 решая	 задачу	 по	 методу	 начальных	 пара‐
метров,	 нет	 необходимости	 записывать	 уравнения	 для	 каждого	
участка.	Достаточно	рассмотреть	только	 сечение	на	участке,	наи‐
более	удаленном	от	начала	координат	по	оси	 z 	 вправо,	 и,	 отбро‐
сив	мысленно	часть	балки,	лежащую	за	сечением,	записать	для	не‐
го	 уравнения	 иz zEI EIy 	 в	 соответствии	 со	 структурой	 слагае‐
мых,	 получаемой	 в	 результате	 интегрирования.	 При	 записи	 этих	
уравнений	 в	 них	 должны	 войти	 все	 нагрузки,	 включая	 реакции	
опор,	 лежащие	 левее	 рассматриваемого	 сечения,	 т.	 е.	 значения	
   , , ...z a z b  	должны	быть	только	положительными,	что	со‐
ответствует	условию,	когда	 , , ...z a b 	Реакции	опор,	действующие	
в	 начале	 координат,	 называются	 статическими	 (или	механиче‐
скими)	начальными	 параметрами	 и	 для	 статически	 определи‐
мых	систем	вычисляются	из	уравнений	равновесия.	Нагрузки,	дей‐
ствующие	 правее	 сечения,	 в	 уравнения	 не	 включаются!	 Они,	 без‐
условно,	 также	 влияют	 на	 величину	 прогибов	 и	 углов	 поворота,	
однако	их	влияние	учитывается	через	реакции	опор,	действующие	
левее	рассматриваемого	сечения.	При	этом	расчет	деформаций	на	
участках,	 захваченных	 сечением,	 следует	 выполнять	 в	 соответ‐
ствии	с	замечанием,	указанным	выше.		
	
Для	 практического	 применения	 уравнений	 (7.10)	 необходимо	

























②	Если	 заделка	 расположена	 спра‐






    / /0 и 0.z z z zEI EIy 	
	
③	Если	 балка	 опирается	 на	 шар‐
нирные	 опоры,	 то	 начальные	 пара‐









/ / ( )и 00z z z za aEIy EIy    .	
	
Определив	для	заданной	балки	значения	 0EI 	и	 0EIy 	и	записав	
окончательные	выражения	деформаций	по	методу	начальных	па‐
раметров,	 можно	 вычислять	 прогибы	 и	 углы	 поворота	 в	 любом	
сечении	балки.	Установив	сечение	с	наибольшим	прогибом	 f ,	на	
основании	 условия	 жесткости	  ff  	 можно	 выполнять	 проек‐
тировочные	 расчеты	 на	 жесткость	 –	 подбор	 сечения,	 нагрузки		






сти	 балки	 достаточным	 является	 вычисление	 прогибов	 или	 углов	
поворота	только	для	некоторых	определенных	сечений,	без	необхо‐
димости	составления	полных	уравнений	деформаций.	Чаще	всего	это	
касается	 определения	 величины	 наибольшего	 прогиба	 и	 оценки	
жесткости	 на	 основании	 полученного	 результата.	 В	 этом	 случае	
наиболее	 удобным	 способом	 вычисления	 деформаций	 при	 изгибе	
является	метод	 сложения	 действия	 сил,	 основанный	 на	 законе	




зависимости	 от	 действующих	 нагрузок,	 а	 кривизна	 балки	 линейно	
зависит	 от	 изгибающего	 момента	 (6.8),	 следовательно,	 прогибы	 и	
углы	 поворота	 также	 будут	 пропорциональны	 действующим	 внеш‐
ним	силам.	Исходя	из	этого,	при	любой	действующей	нагрузке	углы	
поворота	и	прогибы	можно	получать	алгебраическим	суммировани‐
ем	 соответствующих	 значений	 от	 каждой	 силы	 в	 отдельности.	 При	
необходимости,	определив	ординаты	прогибов	для	нескольких	точек	
вдоль	оси,	можно	построить	изогнутую	ось	балки.		






ки	 определить	 прогиб	 на	 конце	
консоли	 (рис.	 7.12,	 а).	 Согласно	
указанному	методу	 величина	 про‐
гиба	 будет	 определяться	 суммар‐




лету	 AB 	 (рис.	 7.12,	 б),	 вызывает	
его	изгиб	и	поднятие	участка	 AC 	













Консоль	 AC ,	 свободная	 от	 на‐
грузки,	 остается	 прямой,	 поэтому	
перемещение	 ее	 конца	 можно	 оп‐
ределить	как	(см.	рис.	7.12,	в)	
	
( ) ( )tgC q A qy   .	 					Рис.	7.12	
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Однако	 учитывая,	 что	 упругие	 деформации	 бесконечно	 малы,	












Сила	 F ,	 действующая	 на	 конце	 консоли,	 также	 вызывает	 изгиб	
участка	 AB ,	приводящий	к	перемещению	точки	C .	Рассмотрим	вли‐
яние	силы	 F на	участок	 AB ,	заменив	ее	действие	моментом	m F  	
(рис.	7.12,	г).	Аналогично	действию	нагрузки	q 	пролет	 AB 	изгибает‐
ся,	а	консоль	остается	прямой	(рис.	7.12,	д).	Угол	поворота	сечения	на	




( ) 3 3 3A m x x x
m F q
EI EI EI





























Знаки	 прогибов	 в	 полученных	 выражениях	 (7.11),	 (7.12)	 и	 (7.13)	 принима‐
ются	в	соответствии	с	выбранным	направлением	оси	Y 	(см.	рис.	7.12,	а).	
	
Окончательную	 величину	 прогиба	 в	 точке	 C 	 определяем	 ал‐
гебраическим	суммированием	значений	(7.11),	(7.12)	и	(7.13):	
	
4 4 4 45
824 3 3C x x x x
q q q q
y
EI EI EI EI
     







получают	 неодинаковые	 углы	 поворота	 и	 изогнутая	 ось	 здесь	 не	
имеет	общей	касательной.	В	результате	в	месте	установки	шарнира	
плавность	 упругой	 линии	 нарушается,	 и	 здесь	 лишь	 сохраняется	
равенство	 прогибов,	 обеспечивающее	 ее	 непрерывность.	 Поэтому	




участков,	 рассматривая	шарнир	 как	 границу	 между	 ними.	 Гранич‐
ными	условиями	для	определения	постоянных	интегрирования	мо‐
гут	 быть	 кинематические	 условия	 на	 опорах,	 а	 также	 условие	 не‐
прерывности	 балки,	 т.	 е.	 равенство	 прогибов	 сечений,	 примыкаю‐
щих	 к	 шарниру.	 В	 случае	 применения	 к	 данной	 балке	 метода	
начальных	параметров,	если	рассматривать	ее	в	целом	с	общим	для	















(справа) 0:CM  		
	
     2 0/ Bq R 		 0,5BR q  	;	
	
0 :AM  	 2 2 0A BM q R        				
2
AM q  	;	
	
0 :BM  	 2 2 0A AM R q         			 1,5AR q  	.	
				Рис.	7.13
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Балка	 имеет	 два	 участка,	 поэтому	 интегрирование	 уравнения	
изогнутой	оси	балки	 /" z xy M EI 	производим	по	обоим	участкам.	
	
Сечение	1:			 1 .0 z   	
















x x x x
q z q z qz
y M z C
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12z z x x x
q z q z qz
y z C z D
EI EI EI




Сечение	2:				 2 2 .z   	




2 2 21,5 0,52z A A
q z
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y z C z D
EI EI EI






углов	поворота	и	 прогибов	для	 обоих	 участков	 также	 одинаковы		
и	отличаются	только	значениями	постоянных	C 	и	D .	
Определяем	постоянные	интегрирования	 1 2 1 2, , ,C C D D :	
а)	из	граничных	условий			
	
/ 0 / 01 1 1 1




/ /1 1 2 2z z z z
y y   			 	
	
4 4 4 4 4 4
2 2
1,5 0,5 1,5 0,5
2 6 12 6 122x x x x x x
q q q q q q
C D
EI EI EI EI EI EI
        
     
 	 		
	
2 2 0;C D  																																													(7.14)	
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в)	из	граничного	условия		 / 22 2
0z zy   		 	
     32 42
2 2
1,5 22 0,5 2
2 0




     
   
 ,		
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 
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Участок	2:					 2 2 .z   	
	
2
2 2 3 3
2 2 21,5 0,5 2 ;
2 3 3z x x x x
q z q z qz q
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// 0,42 ; 0,25 ./ /x z xz zz q EI q EI        	
	
Представленное	 выше	 решение,	 выполненное	 методом	 непо‐
средственного	интегрирования,	является	достаточно	громоздким,	
так	 как	 требует	 интегрирования	 на	 каждом	 участке	 и	 определе‐
ния	 постоянных	 интегрирования.	 Использование	 метода	 началь‐
ных	 параметров	 не	 упрощает	 решение,	 поскольку	 для	 участка,		
лежащего	справа	от	шарнира,	уравнения	деформаций	теряют	силу	
и	 определение	 здесь	 прогибов	 и	 углов	 поворота	 требует	 отдель‐
ного	расчета.		
Наиболее	удобным	способом	расчета	деформаций	на	балке	с	шар‐
ниром	 является	 метод	 сложения	 действия	 сил,	 рассмотренный	





Поскольку	 через	 шарнир	 изгибающий	 момент	 не	 передается,	
балку	можно	представить	 в	 виде	 схемы,	 состоящей	из	 двух	 неза‐
висимых	 балок,	 в	 которой	 подвесная	 балка	 CB 	 левым	 концом	 C 	
опирается	на	правый	конец	основной	балки	 AC 	(рис.	7.14,	а),	а	дей‐
ствие	 шарнира	 заменяется	 силами	 взаимодействия	 контактирую‐
щих	 сечений	 (рис.	 7.14,	 б,	 в).	 Далее	 рассматриваем	 каждую	 балку		
в	отдельности.		
Решение	для	консольной	балки	 AC 	(см.	рис.	7.14,	в)	было	полу‐

















Действие	нагрузки,	приложенной	к	консоли	 AC ,	на	балку	CB 	вы‐
ражается	 в	 возникновении	 на	 ней	 прогибов,	 величина	 которых		
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в	любом	сечении	составляет	часть	от	
прогиба	 1f ,	 пропорциональную	 рас‐
стоянию	сечения	от	опоры	 B .	Следо‐
вательно,	 в	 середине	 пролета	 CB 	
(рис.	7.14,	г)	прогиб		
	
   42 1 0,146/2 / xf f q EI .	
	
Кроме	 того,	 балка	 CB 	 также	 из‐
гибается	под	действием	нагрузки	 q 	





3 5 384/ xf q EI   .	
	
Суммарный	 прогиб	 в	 середине	
пролета	CB 	определяется	как	сумма	
прогибов	 2f 	и	 3f 	(рис.	7.14,	д):	
	
    43 2 0,146 /CB xf f f q EI 	
	







собы	 определения	 прогибов	 и	 углов	 поворота	 имеют	 широкое	
применение	 в	 практике	 расчетов,	 однако	 исследование	 деформа‐
ций	при	изгибе	не	ограничивается	только	этими	методами.	Поми‐
мо	аналитических	решений	существуют	графический	и	графоана‐











ботаны	 и	 справедливы	 только	 для	 балок	 постоянного	 сечения,		
в	 которых	 подбор	 размеров	 сечения	 выполняется	 по	 наиболее	
нагруженному	 (опасному)	 сечению	 с	максимальным	изгибающим	
моментом	 maxM .	Все	прочие	сечения	имеют	меньший	изгибающий	
момент,	однако	профиль,	подобранный	по	условию	прочности	(6.11)	





сти	 балку	 изготавливают	 ступенчатой	 с	 постоянным	 сечением		
в	пределах	каждого	участка,	однако	наиболее	рациональной	явля‐
ется	 форма,	 в	 которой	 размеры	 сечений	 изменяются	 пропорцио‐
нально	в	соответствии	с	изменением	изгибающего	момента,	а	мак‐




 max ( )/z x zM W    ,		
	
где	 zM 	и	 ( )x zW –	изгибающий	момент,	действующий	в	 сечении,	и	
момент	 сопротивления	 этого	 сечения	относительно	нейтральной	
оси,	 изменяющийся	 таким	 образом,	 что	 отношение	 ( )/z x zM W 	
остается	 постоянным	 и	 равным	   .	 Это	 же	 справедливо	 и	 для	






Спроектируем	 консольную	 балку	 прямоугольного	 сечения,	
нагруженную	на	конце	консоли	силой	 F 	как	балку	равного	сопро‐
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тивления.	Поскольку	для	прямоугольника	 2 6/W bh ,	то	возмож‐
ны	 два	 варианта	 изготовления,	 когда	 изменение	 момента	 сопро‐
тивления	 ( )x zW 	вдоль	оси	определяется:	
	
	либо	изменением	ширины	сечения	 zb 	при	заданной	постоян‐
ной	высоте	 0 consth h  ,	т.	е.	
2
( ) 0 6/x z zW b h ;	
	
	либо	 изменением	 высоты	 zh 	 при	 заданной	 постоянной	 ши‐
рине	 0 constb b  ,	т.	е.	
2










①	 Первоначально,	 в	 соответствии	 с	 расчетной	 схемой	 балки	




max 0 0 6/
M F
W b h
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Из	 выражения	 (8.2)	 видно,	 что	 ширина	 сечения	 изменяется	 по	
линейному	закону,	в	соответствии	с	которым	при	 0zz b b  ,	вы‐






















   ,																																	(8.3)	
	
где	Q F –	поперечная	сила	в	данном	сечении;		
	 3min 0 12( )/xI b h 	 –	 момент	 инерции	 сечения	 относительно	
нейтральной	оси;			




вие	 прочности	 (8.3)	 и	 после	 преобразова‐
ния	 получаем	 значение	 той	 минимальной	
ширины	 сечения,	 которую	 должна	 иметь	













Таким	 образом,	 балка	 равного	 сопротивления	 с	 переменной	
шириной	 в	 результате	 проектирования	 окончательно	 принимает	
очертания,	представленные	на	рис.	8.1,	б.		
Несложно	 показать,	 что	 данная	 балка	 по	 сравнению	 с	 балкой	
постоянного	 сечения	 размерами	 0 0b h 	 при	 одинаковой	 с	 ней	
прочности	выигрывает	в	весе	в	два	раза,	что	делает	ее	более	эко‐




мации	 без	 разрушения,	 что	 определяет	 ее	 использование	 для	 со‐
ответствующих	элементов	конструкций,	 как,	например,	для	изго‐
товления	листовых	рессор.		
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где	 (max)xI 	 –	момент	инерции	опасного	 сечения,	 расположенного		
в	заделке	и	имеющего	размеры	 0 0иb h 	(см.	рис.	8.1,	б).	
Поскольку	указанный	метод	предполагает	строгое	размещение	
балки	в	системе	координат	с	началом	координат	в	крайнем	левом	
сечении,	 для	 удобства	 расчета	 повернем	
балку	(см.	рис.	8.1,	а)	таким	образом,	что‐
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условия	 / 0z zy   :	
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max (max)2/ xy F EI   .																																		(8.9)	
	




max (max)3/ xy F EI  	
	
и	балки	равного	сопротивления	(8.9),	имеющих	одинаковую	длину	
и	 размеры	 опасного	 сечения,	 показывает,	 что	 балка	 равного	 со‐
противления	 прогибается	 в	 1,5	 раза	 больше,	 т.	 е.	 является	 более	
гибкой	и	податливой,	чем	равнопрочная	ей	балка	постоянного	се‐
чения.	 Этим	 важным	 качеством	 обладают	 все	 элементы	 равного	
сопротивления,	 работающие	 не	 только	 на	 изгиб,	 но	 и	 на	 другие	
виды	нагружения,	что	и	определяет	их	применение,	когда	к	дета‐
лям	 машин	 и	 механизмов	 предъявляется	 требование	 именно	 по	
способности	испытывать	 большие	 упругие	 деформации	без	 опас‐
ности	потери	прочности.	Высокая	деформируемость	деталей	обес‐















      maxmax 2















②	Далее	 определяется	 закон	 изменения	 высоты	 сечения	 по	
длине	балки,	обеспечивающий	для	всех	сечений	выполнение	усло‐
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0 /zh h z  	.																																							(8.11)	
	
③	Как	видно	из	выражения	(8.11),	чтобы	на	всей	длине	балки	





изменять	 конфигурацию	 концевого	 участка.	 Используя	 условие	
прочности	 на	 сдвиг,	 аналогично,	 как	 это	 было	 сделано	 выше,	
					Рис.	8.4	
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го	 сопротивления.	 По	 сравнению	 с	 балкой	 постоянного	 сечения	




Рассмотрим	 схему	 расположения	 балки	 с	 началом	 координат		
в	крайнем	левом	сечении	(см.	рис.	8.3).		
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где	 C 	 –	 постоянная	 интегрирования,	 полученная	 из	 граничного	
условия	 / 0z z  :		  
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где	 D 	 –	 постоянная	 интегрирования,	 полученная	 из	 граничного	
условия		 / 0z zy   :		
3
(max)2 3/ xD F EI   .	
Окончательное	уравнение	прогибов	получаем	в	виде	
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Выражение	 (8.16)	 показывает,	 что	 при	 одинаковой	 прочности	
прогиб	параболической	балки	(см.	рис.	8.4)	в	два	раза	больше	про‐
гиба	 балки	 постоянного	 сечения	 (7.3),	 что	 еще	 раз	 подтверждает	
высокую	 гибкость	 и	 деформируемость	 элементов	 равного	 сопро‐










Принцип	 расчета	 и	 создания	 балок	 равного	 сопротивления	
имеет	большое	практическое	применение.	На	этом	принципе	про‐
изводятся	 проектирование	 и	 разработка	 многих	 элементов	 кон‐
струкций,	основным	требованием	к	которым	является	их	высокая	
гибкость.	 К	 таким	 элементам,	 в	 частности,	 относятся	 листовые	
рессоры,	расчету	которых	посвящен	данный	параграф.	
Исходя	 из	 условий	 работы	














ке,	где	 max 4/M F  	(рис.	8.5,	б):	
	



























































































0 0 min 0отс
min 2 4 8x
h h b h
S b   	–	статический	момент	относитель‐
но	нейтральной	оси	отсеченной	части	площади;		
	
	 2/Q F 	–	поперечная	сила	в	опорном	сечении;	


















го	 сопротивления,	 является	 крайне	 неудобной	 на	 практике,	 по‐
этому	рессоре	придают	несколько	другой,	более	компактный	вид.	
Для	этого	на	чертеже	лист	рессоры	разделяют	на	узкие	продоль‐
ные	полоски	шириной	 min 2/b 	(рис.	8.5,	в),	нумеруют	их,	а	затем	в	
соответствующем	порядке	укладывают	одна	на	другую,	придавая	
рессоре	вид,	представленный	на	рис.	8.5,	г,	д.	Именно	так	и	выгля‐






считая	 специальных	 хомутов,	 удерживающих	 их	 от	 рассыпания),	
они	 свободно	 скользят	 друг	 относительно	 друга,	 соприкасаясь	
только	в	отдельных	точках	и	создавая	трение	между	собой.	Вслед‐
ствие	 этого	 при	 изгибе	 в	 них	 возникают	 неодинаковые	 прогибы		
и	напряжения	и	принцип	равного	сопротивления	здесь	нарушает‐












Так	 как	 балка	 изменяется	 по	 ширине,	 момент	 инерции	 будет	
также	величиной	переменной	и	составит	
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только	 левую	 половину	 и,	 получив	 для	 нее	 уравнение	 прогибов,	
определить	 прогиб	 посередине	 пролета.	 Берем	 сечение	 z 	 слева	
направо	(см.	рис.	8.5,	а),	изгибающий	момент	в	котором		
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где	 иC D 	–	постоянные	интегрирования,	определяемые	из	следу‐
ющих	условий:	
―	на	левой	опоре	прогиб	равен	нулю,	т.	е.	 / 0 0 0;z zy D    		
―	в	середине	пролета	в	силу	симметрии	приложенной	нагрузки	
угол	поворота	сечения	также	равен	нулю,	т.	е.		 / /2 0z z   	
	

























Максимальный	 прогиб	 возникает	 в	 середине	 пролета	 при	
2/z   ,	и	на	основании	выражения	(8.22)		
	
3
max (max)32/ xy F EI   .																														(8.23)	
	
Сравнивая	 значение	 прогиба	 (8.23)	 с	 величиной	 прогиба	 анало‐
гичной	балки,	но	постоянного	сечения	 3max (max)48/ xy F EI   	(7.9),		






Как	 было	 установлено	 выше,	 идеальной	формой	 элемента,	 ра‐
ботающего	на	изгиб,	является	балка	равного	сопротивления,	кото‐
 193
рая	 обладает	 целым	 рядом	 преимуществ	 по	 сравнению	 с	 анало‐
гичными	 элементами,	 но	 имеющими	 постоянную	 жесткость.	 Од‐
нако	 для	 выполнения	 условия	 равенства	 напряжений	 по	 всей	
длине	балка	равного	сопротивления	должна	иметь	определенную	
форму,	 строго	 изменяющуюся	 по	 заданному	 закону.	 Теоретиче‐
ский	расчет	конфигурации	такой	балки	не	представляет	большой	
сложности,	однако	основная	проблема	состоит	в	практическом	ее	
изготовлении,	 требующем	 соответствующего	 оборудования	и	 осна‐
стки.	Поэтому	чаще	всего	на	практике,	создавая	балку	равного	со‐
противления,	прибегают	к	ее	приближенной	форме	в	виде	ступен‐
чатого	 стержня,	 обладающего	 близкими	 свойствами	 –	 меньшим	
весом	и	большей	деформируемостью,	но	при	этом	более	простого	
и	 технологичного	 в	 изготовлении.	 Кроме	 того,	 существует	 боль‐
шое	 количество	 стержневых	 конструкций,	 работающих	 на	 изгиб,	
имеющих	 также	 ступенчатую	 форму,	 которая	 получается	 вслед‐
ствие	соединения	элементов	с	различной	конфигурацией	сечений.	
Исследование	 прочности	 в	 таких	 конструкциях	 производится	 по	
известным	 в	механике	материалов	методам	и	 подходам	 с	 учетом	




ния	 не	 остаются	 плоскими	 и	 линейный	 закон	 распределения	
напряжений	 по	 высоте	 профиля	 нарушается.	 Поэтому	 для	 балок	









дробно	 изложенные	 выше	 для	 балок	 постоянного	 сечения,	 с	 до‐
статочной	 степенью	 точности	 могут	 быть	 применимы	 и	 здесь.	
Единственное	отличие	для	ступенчатых	балок	заключается	в	том,	







особенности,	 связанные	 с	 изме‐
няющейся	 жесткостью,	 и	 требу‐
ют	 определенного	 подхода	 при	
вычислении	 прогибов	 и	 углов	
поворота	сечений.		
Рассмотрим	ступенчатую	бал‐
ку,	 нагруженную	 системой	 сил	
(рис.	8.6,	а)	и	имеющую	три	уча‐
стка	разного	сечения	с	момента‐
ми	инерции		 (1) (2) (3)и,x x xI I I .	
Для	определения	деформаций	
используем	 метод	 начальных	 па‐
раметров,	 рассмотренный	 выше	
для	 балок	 постоянного	 сечения.	
Следует	 напомнить,	 что	 методи‐
ка	 получения	 уравнений	 проги‐
бов	 и	 углов	 поворота	 (7.10)	 по	
данному	методу	предполагает	по‐
стоянную	жесткость	балки	по	всей	
длине,	 а	 поэтому	 применять	 ее		
в	 таком	же	 виде	 к	 стержням	 пе‐
ременного	сечения	недопустимо.	
Применение	 метода	 начальных	
параметров	 к	 ступенчатой	 балке	
требует,	 чтобы	 ее	 форма	 была	
изменена	 и	 приведена	 к	 эквива‐
лентному	по	деформациям	стерж‐
ню	 постоянного	 сечения.	 Чтобы	
обеспечить	тождественность	меж‐
ду	 исходной	 и	 измененной	 бал‐
ками,	все	внешние	и	внутренние	
силы	 также	 должны	 быть	 изме‐







































Приведем	 сечения	 всех	 участков	 к	 одному	 размеру,	 например	
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													(8.25)	
	
где	 ik 	–	коэффициент	приведения	 го‐i 	участка:	
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Полученные	 дифференциальные	 уравнения	 (8.25)	 описывают	
изогнутую	ось	 соответствующих	участков	балки,	но	имеющих	те‐






соответствовать	 форме	 изогнутой	 оси	 того	 же	 участка	 исходной	
ступенчатой	балки.	
Но	 изгибающие	моменты,	 действующие	 в	 сечениях,	 находятся		
в	линейной	зависимости	от	внешних	нагрузок.	Поэтому	если	изги‐
бающие	моменты	в	приведенной	балке	принимают	значения,	рав‐
ные	 zi ik M ,	 значит,	внешние	силы,	приложенные	к	балке,	и,	 соот‐
ветственно,	 внутренние	 усилия	 M 	 и	 Q 	 в	 сечениях	 также	 будут	




веденными	 внешними	 и	 внутренними	 силами	 (см.	 рис.	 8.6,	в)	 со‐
единяют	 в	 единую	 балку	 и	 нагружают	 ее	 на	 соответствующих	
участках	измененной	внешней	нагрузкой,	а	в	граничных	сечениях	
дополнительно	 прикладывают	 силы	 и	 моменты,	 которые	 пред‐
ставляют	 собой	 разность	 приведенных	 внутренних	 усилий,	 при‐
ложенных	к	левой	и	правой	сторонам	сечения:	
	
        1 1 2 1 1 1 2 1; ;Q Q k k M M k k 	
	
        2 2 3 2 2 2 3 2; .Q Q k k M M k k 	
	
В	 результате	 окончательный	 вид	 приведенной	 балки,	 которая	
по	 форме	 изогнутой	 оси	 полностью	 эквивалентна	 ступенчатой	
балке,	представлен	на	рис.	8.6,	г.	Теперь	для	полученного	стержня	
постоянного	 сечения,	 используя	 метод	 начальных	 параметров,	








костей	участков	 (1) (2) (3): :x x xI I I 	
1:2:4 	 определить	 прогиб	 и	











элементов	 или	 участков	 конст‐




Далее	 балка	 разрезается	 на	
ступеньки,	на	которые	наносит‐





в	 соответствии	 с	 эпюрами	 (см.	
рис.	8.7,	б,	в).	
Затем	 разрезанные	 участки	
приводятся	 к	 сечению	 одного	
размера	 с	 жесткостью,	 равной,	
например,	 жесткости	 первого	
участка	 (1)xI ,	 принимаемого	 за	
базовый.	 Тогда	 коэффициенты	
















      														(8.26)	
	
Умножив	 на	 коэффициенты	 1 2 3и,k k k 	 (8.26)	 все	 внешние		
и	внутренние	силы,	действующие	на	соответствующую	ступеньку	
(рис.	8.7,	д),	получаем	участки	одной	жесткости,	но	с	приведенны‐
ми	 нагрузками,	 пропорционально	 измененными	 таким	 образом,	
чтобы	 обеспечивалась	 эквивалентность	 изогнутой	 оси	 новых	 и	
исходных	 участков	 балки.	 В	 результате	 такого	 приведения	 внут‐
ренние	силы	в	общих	сечениях	левых	и	правых	участков	оказыва‐
ются	 неодинаковыми	 (см.	 рис.	 8.7,	д),	 что	 приводит	 к	 появлению	
здесь	дополнительных	сил	и	моментов,	которые	вычисляются	ал‐
гебраическим	 суммированием	 значений	 Q 	 и	 M 	 в	 этих	 сечениях.	
Дополнительные	 силы	 Q 	 и	 M 	 называются	 добавочными	 на‐
грузками,	и	их	следует	учитывать	в	расчетной	схеме	новой	балки.	
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вершается	 восстановлением	 ее	 целостности	 путем	 соединения	
разрезанных	участков	и	приложения	к	балке	внешних	сил,	приве‐
денных	 к	 новому	 значению,	 а	 также	 добавочных	 нагрузок	 Q 		
и	 M 	 (8.27)	 в	 сечениях	 разреза.	 В	 результате	 в	 окончательном	
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Теперь,	 получив	 балку	постоянного	 сечения,	 перейдем	к	 опре‐
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  (1) 0 (1) 00 и 0x xEI EI y ,	получаем	уравнения	деформаций	в	окон‐
чательном	виде:		
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Для	 определения	 угла	 поворота	 и	 прогиба	 сечения	 на	 конце	









/ (1)6 187,7 ./z z xay Fa EI 	
	
Представленная	 методика	 применения	 метода	 начальных	 па‐
раметров	для	определения	деформаций	в	балках	переменного	се‐
чения	может	быть	использована	также	и	для	балок,	выполненных	
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3.	Какие	 виды	 балок	 известны?	 Понятие	 статически	 определи‐
мой	и	статически	неопределимой	балки.		
4.	Какие	внутренние	силы	возникают	в	сечениях	при	плоском	по‐
перечном	 изгибе	 и	 как	 они	 определяются?	 Какое	 правило	 знаков	
принято	при	построении	эпюр?	Для	чего	строятся	эпюры?	
5.	Какие	 дифференциальные	 зависимости	 существуют	 между	
изгибающим	моментом,	 поперечной	 силой	и	 интенсивностью	рас‐


























16.	 Условие	 прочности	 при	 изгибе.	 Как	 выполняется	 проектиро‐
вочный	расчет	по	подбору	сечений	и	грузоподъемности	конструкции?		
17.	Как	оценивается	рациональность	формы	сечения	при	изгибе?	









21.	 Как	 вычисляются	 главные	 напряжения	 при	 изгибе,	 в	 каком	
направлении	 действуют	 и	 какое	 имеют	 значение	 для	 прочности	
















записывается	 универсальное	 уравнение	 упругой	линии	 балки	 и	 как	
определяются	начальные	параметры?	
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    	
Нормальные	напряжения	при	изгибе,		
2МПа =Н/мм 	
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     









0 40кН; 50 кН м;







     













2 77 кН м ./
zQ F qz z
M m Fz qz 
    








    





2 м 20кН; 70кН м;

















Задачу	 решаем	 аналогичным	 об‐
разом,	 рассматривая	 оба	 сечения	 от	
свободного	 конца	 консоли	 слева	 на‐
право.	
	
Сечение	1:						 10 2м .z  	
1 1 1
30 кН; .z zQ F M Fz    		
	












Q F q z
M Fz m q z
  







   




















2м 30кН; 40кН м;







     












2 85 кН м./2
zQ F q z z
M Fz m q z 
      
    
	
	
По	полученным	данным	строим	эпюры	 Q 	 и	 M .	Правильность	

















0 : 0;AZ H  	
0:
2 1 2 1 2 4 0;





q q F R
R          

         

	
20 кНBR  	;	
	
0 :
4 4 2 4 0;






R     














крытом)	 участке	 можно	 брать	 с	 любой	 стороны,	 но	 для	 данной	
конкретной	балки	рациональнее	это	сделать	от	левого	конца.			
	











































z Q M 
   














z Q M 
    









2м 40кН; 20кН м;







     



















0 : 0;AZ H  	
0 : 1 0AY R F q      	
	
60 кНAR  	.	
	
0 :AM  	
3 1 1,5 0AF m q M        	




ко	 расположенные	 к	 грани‐
цам	 участков,	 и	 с	 учетом	 принятого	 правила	 знаков	 вычисляем		
в	этих	сечениях	Q 	и	M .	
	
Точка	1:		 1 10; 0.Q M  	
	
Точка	2:		 2 240 кН; 0.Q F M     	
	
Точка	3:		 3 340 кН; 1 40 кН м.Q F M F          	
	
Точка	4:		 4 440 кН; 1 40 60 20 кН м.Q F M F m              	
	
Точка	5:		 5 1 40 20 60 кН;Q F q         		
																			 5 2 1 0,5 80 60 20 1 0,5 30 кН м.M F m q                	
	
Точка	6:		 6 1 40 20 60 кН;Q F q         		
																			 6 2 1 0,5 80 60 20 1 0,5 30кН м.M F m q                	
	
Точка	7:		 7 1 40 20 60кН;Q F q         			
																			 7 3 1 1,5 120 60 20 1 1,5 90кН м.M F m q                	
		Рис.	9.4
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Точка	8:	 8 1 40 20 60 0;AQ F q R          	
																			 8 3 1 1,5 120 60 30 90 0.AM F m q M              	
	
По	полученным	значениям	 Q 	 и	 M 	 строим	эпюры.	Критерием	











Первоначально	 рассматриваем	 балку	 под	 действием	 каждой	
нагрузки	 в	 отдельности	 и	 строим	 от	 этой	 нагрузки	 эпюры	 попе‐
речных	сил	и	изгибающих	моментов:	
		
─	 qQ 	и	 qM 	от	распределенной	нагрузки	q 	(рис.	9.5,	б);	
─	 FQ 	и	 FM 	от	сосредоточенной	силы	 F 	(рис.	9.5,	в);		








Точка	1:			 1 40 20 10 50 кН;q F mQ Q Q Q        	
																					 1 0.F mM M M M    				
	
Точка	2:			 2 0 20 10 10 кН;q F mQ Q Q Q        	
																					 2 40 40 20 60 .кН мq F mM M M M         	
	
Точка	3:			 3 0 20 10 30 кН;q F mQ Q Q Q        	
																					 3 40 40 20 100 .кН мq F mM M M M         	
Точка	4:			 4 40 20 10 70 кН;q F mQ Q Q Q          	













( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
40 20 10 50кН;
40 20 10 70кН.
A A q A F A m
B B q B F B m
R R R R
R R R R
      
      
	
	




0 : 4 2 2 4 0 70 кН;
4 2 2 4 50 кН ,0 : 0
A B B
B A A
M q m F R R
M q m F R R
           










































    ,	
		
а	 координату	 центра	 тяжести	 Cz 	
находим	 через	 статический	 мо‐































0 : 0 0,
9 2 9A q B B
M R R q R           				 0
5
6B




0 : 0 0,
9 2 9B q A B
M R R q R           				 0
4
6A





0: 0 0 .
6 6 2A B q





На	балке	один	участок.	Рассмотрим	сечение	 z 	  0 z   	и	за‐
пишем	 для	 него	 выражения	 zQ 	 и	 zM ,	 которые	 определим	 инте‐
грированием	дифференциальных	зависимостей	(4.2):	
	
  20 0 01 2 ;d / d /z zQ q z q z z q z q z C            	
	
 2 2 30 0 0 02 2 6d / d / / ,z zM Q z q z q z C z q z q z Cz D             	
	
где	 C 	 и	 D 	 –	 постоянные	 интегрирования,	 определяемые	 из	 гра‐
ничных	условий	при	 0z  		:	
	
/ 0 0 /0 0
4 4
и 0 0
6 6z z A z z
Q R q C q M D         .	
	
















Q q z q
q z q z
M q z
   
















z Q q M
z Q q M
   






лы	 изменяется	 на	 противоположный,	 а	 значит,	 в	 сечении,	 где	
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Q q z q z
z
 












0 0 0 0 2




q z q z




По	 результатам	 расчетов	 строим	 эпюры.	Из	функций	 zQ 	 и	 zM 	
видно,	 что	 от	 действия	линейно‐распределенной	 нагрузки	попереч‐
ная	сила	изменяется	по	закону	квадратичной,	а	момент	–	по	закону	
кубической	 параболы	 (см.	 рис.	 9.6).	 Так	 как	 вторые	 производные	


















       00: 0 0A q AY R R R q 															 0AR q  	;	
	





не.	 А	 это	 значит,	 что	 поперечная	
сила	 и	 изгибающий	 момент	 так‐




зом,	 перелом	 делит	 балку	 на	 два	
участка,	 поэтому	для	построения	
эпюр	 необходимо	 брать	 сечения	
на	 каждом	 участке	 и	 записывать	
для	них	выражения	 zQ 	и	 zM .	Для	
этого	 балку	 удобнее	 рассматри‐
вать	 как	 состоящую	 из	 двух	 ча‐




																	–	в	координатах	 1,Z Y 					 1 0 1 /zq q z  ;	
																	–	в	координатах	 2,Z Y 					  2 0 21 /zq q z   .	
	
Рассмотрим	 левую	 часть	 балки	 с	 распределенной	 нагрузкой,	
изменяющейся	по	закону	
1 0 1




















q Q q z q z C
z







0 1 0 1






M q z q z
Q M Q z C z C z D
z







где	 1C 	и	 1D –	постоянные	интегрирования,	определяемые	из	гра‐




/ 0 1 01 1
2 2







Q R q C q
M M q D q
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
   




























M q z q
  


















z Q q M q
q q
z Q M
    












эпюры	 будут	 иметь	 выпуклость	 в	 положительном	 направлении	
оси	 1Y .	 По	 полученным	расчетам	 и	 установленной	форме	 строим	
эпюры	на	левом	участке	балки.		








   
 










1/2 1/3 1/6 .
B A q
A qB A
R R R q q q
R R q q
q q
M M
    
  
 
     
 
  







1z   ,		т.	е.		     20 0/ /1 1 1 11/2 ; 1/6B Bz z z zR Q q M M q        .	
Выполнив	 перенос	 сил,	 рассматриваем	 правый	 участок	 с	 на‐
грузкой,	изменяющейся	здесь	по	закону	  
2 0 2











0 0 2 21 ;2
d dz z
q zz
Q q z q z q z C








0 2 0 2 0 2
0 2 2 2 2 2 ,2 6
d d
2z z
q z q z q z
M Q z q z C z C z D






где	 2C 	и	 2D –	постоянные	интегрирования,	определяемые	из	гра‐
ничных	условий	при	 2 0z  :	
	
   
   
/ 0 2 02 2
2 2







Q R q C q
M M q D q


   












2 2 3 2
0 2 0 0 2 0 2 0 0
0 2 2;2 2 2 6 2 6
,z zM
q z q q z q z q q
















z Q q M q
z Q M
    

























1 2 0 0







0: 0A q qY R R R     		 0AR  	;	
	
        1 21/3 2 2 2/3 20: / / /A A q qM M R R        		
           0 04 1/3 2 4 2 2/3 2 0/ / / / /AM q q           	
	
2











по	 линии	 действия	 перено‐
сятся	 без	 изменения,	 однако	
четко	 покажет,	 что	 разнона‐
правленность	нагрузки	созда‐
ет	перелом	на	 грузовой	эпю‐
ре,	 который	 делит	 балку	 на	
два	участка.		
Решение	можно	выполнить	
по	 аналогии	 с	 предыдущей	
задачей:	поместить	каждый	участок	в	свою	систему	координат	со	
своим	законом	изменения	нагрузки	и	для	каждого	участка	с	помо‐
щью	 дифференциальных	 зависимостей	 (4.1)	 записать	 выражения	
zQ 	и	 zM .		
Следует	только	принять	во	внимание,	что	знак	уравнений	(4.1)	
изменяется	 в	 зависимости	 от	 направления	нагрузки	 q 	 и	 направ‐
		Рис.	9.8	
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ления	 оси	 Z ,	 принятое	 за	 положительное.	 Во	 избежание	 ошибок	





1 1 1 1




2 2 2 2
;d / d d / d .z z z zQ z q M z Q   	
	
Получив	выражения	для	 zQ 	 и	 zM 	 на	каждом	участке,	 а	 также	
определив	значения	внутренних	сил	в	граничных	сечениях,	необ‐
ходимо	 перед	 построением	 установить	 выпуклость	 и	 вогнутость	
эпюр,	 что	можно	 сделать	либо	по	 знаку	вторых	производных,	 ха‐






Для	 балки	 с	 промежуточным	 шарниром	 (рис.	 9.9)	 построить	
эпюры	Q 	и	M .	
	
Как	 было	 сказано	 выше,	 определение	 реакций	 опор	 на	 балках	 с	 проме‐
жуточным	шарниром	можно	выполнять	двумя	способами:	либо	используя	






Определяем	 реакции	 опор,	 используя	 уравнения	 равновесия		
и	дополнительное	уравнение,	вытекающее	из	свойства	шарнира:	
	
0 : 0;BZ H  	
(слева) 0 :CM  				 3 2 1 2 0Am F q R         		 30 кНAR  	;	
	
0 :BM  6 5 2,5 5 0B AM F m q R          		 240 кН мBM  	;	
	
0 :AM  1 5 2,5 5 0B BM F m q R          		 110 кНBR  	.	
	
	Проверка:					 0 : 5 0A BY F R q R      .	
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Для	построения	 эпюр	используем	аналитический	 способ,	 запи‐
сывая	выражения	 zQ 	и	 zM 	на	каждом	участке.		
	






























M M R z
  

   
	
	















M M R z
  
   
	
	
Подставив	в	выражения	 zQ 	и	 zM 	координаты	граничных	сече‐






/ /2 2 3 33м 3м









По	 своей	 конструкции	 шарнир	 позволяет	 свободный	 поворот	
одной	части	балки	относительно	другой,	поэтому	через	него	изги‐
бающий	 момент	 не	 передается	 и	 каждая	 часть	 балки,	 лежащая	
слева	 и	 справа	 от	 шарнира,	 изгибается	 только	 от	 нагрузки,	 дей‐
	Рис.	9.9
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ствующей	 непосредственно	 на	 нее.	 Это	 позволяет	 рассматривать	
их	как	две	независимые	балки,	но	взаимодействующие	на	шарнире.		









навстречу	моменту	и	равны	 /m  	независимо	от	точки	его	прило‐




тывать	 воздействие	 на	 нее	 подвесной	 балки	 AC ,	 которая	 кон‐	
цом	 C 	 опирается	 на	 балку	 BD 	 (см.	 рис.	 9.10,	 а)	 и	 создает	 здесь	




0 :BM  	 1 1 0,5 1 2 0 ,C DR q F R         							
	
																						 20 1 20 1 0,5 20 1 2 0DR         			 5 кНDR  	;	
	
0 :DM  	 3 1 2,5 2 1 0,C BR q R F        			
	








ментов.	 В	 частности,	 эпюры	 для	 балки	 с	 приложенным	 на	 опоре	
моментом	 были	 построены	 ранее	 в	 примере	 5.6	 (см.	 рис.	 5.6,	 д).		













части	 –	 подвесную	 балку	 BC 	 и	 две	
основные	 AB 	 и	 CD .	 При	 этом	 если	
непосредственно	на	шарнире	 дейст‐
вует	 сосредоточенная	 сила	 (или	мо‐
мент),	при	разрезании	балки	эту	на‐
грузку	 следует	 прикладывать	 либо		
к	подвесной,	либо	к	основной	балке,	но	
только	 к	 какой‐то	 одной	 (!)	 части.	
Приложенная	к	подвесной	балке,	она	






нии,	 находят	 результирующую	 этих	
сил	 и	 направляют	 ее	 в	 соответству‐
ющую	 сторону.	 Аналогично	 поступают	 и	 с	 моментом,	 действую‐












10 : 4 20 4 30 00D DX q F H H          		 50 кНDH  	;	
	
       20: 0 10 0D DY F R R 																													 10 кНDR  	;	
	
         1 20: 4 2 4 6 0 ,D DM M m q F F 		




данного	сечения	 z 	записываем	 zQ ,	 zM 	и	 zN .	Правила	знаков	для	
внутренних	 сил	 сохраняются	 те	же,	 что	и	 для	 балок,	 а	 также	для	
стержней,	 работающих	 на	 растяжение	 и	 сжатие.	 Чтобы	 не	 допу‐
стить	ошибки	при	написании	выражений	 zQ ,	 zM 	и	 zN ,	занимаем	
относительно	 рамы	 определенную	 позицию	 (см.	 наблюдатель),	
оставаясь	на	ней	до	 завершения	решения	 задачи	и	мысленно	по‐









ренних	 сил	 будут	 откла‐
дываться	вверх,	т.	е.	нару‐
жу	участка,	а	отрицатель‐





Сечение	 1z 	 берем	от	свободного	конца	 A ,	мысленно	отбрасы‐
вая	левую	часть	рамы	(см.	рис.	9.12	б):	
	


















   














Суммируем	в	точке	 B 	моменты:	 1 2 10 кН м,m m m    	и	полу‐
чаем	 окончательную	 систему	 сил,	 действующую	 на	 участке	 BC .	
Двигаясь	от	 свободного	конца	 B ,	 рассматриваем	 сечение	 2z 	 (см.	
рис.	9.12	г):		
	
															 20 4 м .z  	
	


























Чтобы	не	 переносить	 всю	 систему	 сил	 из	 точки	 B 	 в	 точку	 C ,	





























③	Подставляем	 значения	 координат	 граничных	 сечений	на	 уча‐









0 10кН; 30кН м; 30кН;
4м 10кН; 10кН м; 30кН.
z z z
z z z
z Q M N
z Q M N


       
       
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На	 участке	 BC 	 поперечная	 сила	 изменяет	 знак	 на	 противопо‐
ложный.	Определяем	точку	экстремума	и	значение	 maxM :	
	
0 1 0 0
2
max 2 1 0 0
0 1,5м
2 32,5 кН м.
;
/
zQ F qz z
M m F z qz 
    





Г‐образных	 узлов.	 Мысленно	 вырезаем	 узел	 и	 в	 сечениях,	 беско‐
нечно	 близко	 лежащих	 друг	 к	 другу,	 но	 принадлежащих	 разным	
участкам,	 показываем	 величину	 и	 направление	 внутренних	 сил		
в	соответствии	с	построенными	эпюрами:	
		




	направление	 поперечной	 силы	 соот‐
ветствует	 ее	 знаку	 на	 эпюре:	 если	 Q 	 по‐
ложительна,	ее	направляем	по	отношению		
к	 узлу	 по	 часовой	 стрелке;	 если	 отрица‐
тельна	–	против;	
	
	знак	 на	 эпюре	 N 	 указывает	 на	 вид	
деформации:	 растяжение	 –	 это	 плюс,	 сжа‐




Равновесие	 узла	 обеспечено,	 если	 все	
силы	по	вертикали	и	горизонтали,	а	также	













0 : 0AX H F    		
	
20 кНAH F  	;	
	
0 :AM  			
2 2 1 4 0 ,BF m q R       		
20 2 10 10 2 1 4 0BR        	
	
7,5 кНBR  	;	
	
0 :BM  			 2 3 2 4 0 ,Am q F R       	
																								10 10 2 3 20 2 4 0AR        			 27,5 кНAR  	.	
	




②	Рама	 имеет	 четыре	 участка.	 Рассматриваем	 каждый	 из	 них		





Сечение	 1z 	 берем	 от	 свободного	 конца,	 мысленно	 отбрасывая	
остальную	часть	рамы	(рис.	9.13	б):				
	





























переноса	 сил	 момент	 m ,	 а	 также	 сила	 F 	
по	линии	действия	переносятся	без	изме‐
нения.	 На	 участке	 DC 	 рассматриваем	 се‐
чение	 2z 	(рис.	9.13	в):	
	































   










дателя,	 т.	 е.	внутри	рамы,	а	верх	–	снаружи.	Сечение	 3z 	берем	от	
свободного	конца	(рис.	9.13	г):				
	


































z Q M 
    





Мысленно	 поворачиваемся	 внутри	 рамы	 и	 смотрим	 сверху	 на	
участок	BC .	Сечение	 4z 	берем	от	опоры	B 	(рис.	9.13	д):			
	


































③	По	 полученным	 данным	 строим	 эпюры	 (рис.	 9.13	 е),	 не	 за‐









по	 равновесию	 Т‐образного	 узла		
(рис.	9.13	ж).	Вырезаем	узел	и	в	сече‐
ниях,	 принадлежащих	 трем	 участкам,		
в	 соответствии	 с	 эпюрами	показываем	







Балка	таврового	сечения	(рис.	10.1	а)	длиной	 4 м 	посередине	
























а)	центр	 тяжести	 и,	 соответственно,	 положение	 нейтральной	
оси	 X ,	являющейся	центральной	осью	сечения:	
	
0 6 2 1 3 4 4 2,5 см













   





   










ной	 оси,	 т.	 е.	 точки	на	 краю	 сечения.	
Ординаты	 этих	 точек	 в	 области	 рас‐
тянутых	 и	 сжатых	 волокон	 соответ‐
ственно		
	
max(раст) max(сж)2,5 см; 3,5 см.y y  	
	

























    








Балка	имеет	прямоугольное	сечение	размерами	 9 12 смb h   .	
В	 одном	 из	 сечений	 балки	 действуют	 поперечная	 сила	 60 кНQ  		
и	изгибающий	момент	 12кН мM  .	Определить	нормальные	и	ка‐
сательные	напряжения	в	точках	этого	сечения,	расположенных	на	





①	 Определяем	 геометрические	 харак‐



























    
    
    




9 12/2 4 4 12/2 4 2 90 см .
/ / /
/
xS b h y y h y
	
	
②	Используя	 формулы	 (6.9)	 и	 (6.17),	 определяем	 напряжения		







































































ные	 напряжения	 в	 сечении	 балки	 ко‐
рытного	 профиля	 (рис.	 10.3)	 в	 точках,	
лежащих	 на	 расстоянии	 4,5 смy  	 от	
нейтральной	оси,	 а	 также	максимальные	
их	 значения,	 если	 в	 сечении	 действуют	













0 20 2 10 2 2 8 1 8,5 см















2 20 12 2 20 10 8,5 2





    




сечения	 A A 	определяем	статический	момент	площади,	лежащей	
между	этим	уровнем	и	краем	сечения	(отсеченная	площадь):			
	
 отс 320 8,5 4,52 20 8,5 4,5 4,5 2 224 см
2x
S




Ширина	сечения	на	этом	уровне	  2см 2 4	смb .	
	




























ординату	 max 11,5 смy  	(верхние	волокна).	
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Для	двутавровой	балки	№	30  3472 см 0,5м,xW a  ,	рис.	10.4,	
определить,	 какую	наибольшую	нагрузку	 F 	 она	 способна	выдер‐





метрии	 нагрузки	 одинаковы	 и	
равны	 1,5F .	 По	 действующей	
на	балке	нагрузке	строим	эпю‐
ру	 M .	Опасным	является	 сече‐
ние,	 где	 изгибающий	 момент	
имеет	максимальное	значение:	
	
































Для	двутавровой	балки	№	24	  3289 смxW  ,	рис.	10.5,	опреде‐
лить	нагрузку	 q 	и	длину	консолей	 a ,	 если	максимальные	напря‐
жения	в	опорных	сечениях	и	посредине	пролета	одинаковы	и	рав‐




①	В	 силу	 симметрии	 нагрузки	
реакции	опор	одинаковы:		
	
 2 2/A BR R q a   .	
	
②	Максимальные	 напряжения		
в	 любом	 сечении	 балки	 определя‐
















③	Чтобы	 в	 указанных	 сечениях	
максимальные	 напряжения	 были	
равны,	 т.	е.	 max ( ) max ( )A C   ,	 оди‐
наковыми	здесь	должны	быть	изги‐
бающие	 моменты.	 Запишем	 их	 зна‐







     2 2 242 2
;
2 2 2 8
/
C
q aq a q a
M
 













a   

.	
			 	 	 				Рис.	10.5
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④	По	условию	задачи	максимальные	напряжения	в	указанных	

































При	 нагружении	 двутавровой	 балки	 №	 16	  3109 смxW  ,		
рис.	10.6,	силой	 F 	крайние	нижние	волокна	в	сечении	 C ,	располо‐
женном	на	расстоянии	 0,5мa  	от	
правой	 опоры,	 получили	 относи‐
тельное	удлинение	 0,0008.  	Оп‐
ределить	силу	 F ,	которая	вызвала	
такую	деформацию.	Для	стали	при‐














     																					(10.1)	
	
②	 С	другой	 стороны,	 в	 соответствии	 с	 законом	Гука	напряже‐
ния	при	растяжении	можно	определить	через	их	деформацию:		
	
max ( ) .C E   																																											(10.2)	
	












0,0008 2 10 2 109 10
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сопротивления	 3289 смxW  и	
334,5 смyW  	нагружена	на	проле‐
те	 сосредоточенным	 моментом	 m .	 Определить	 допускаемую	 ве‐
личину	 этого	 момента	 для	 двух	 вариан‐
тов	расположения	двутавра,	если	для	ма‐




①	 От	 действия	 сосредоточенного	 мо‐
мента	 реакции	 опор	 одинаковы,	 обратно	
направлены	и	равны	 /m  .	Строим	эпюру	
моментов	 и	 устанавливаем	 опасное	 се‐
чение:			
	




рис.	 10.7	б.	 Записываем	 условие	 прочности	 и	 определяем	 допус‐
каемую	величину	момента	  m :	
	










     
3 3
3

















с	 расположением	 стенки	 перпендикуляр‐
но	силовой	плоскости	(нейтральная	ось	Y ),	
рис.	10.7	в.	Записываем	условие	прочности	
и	 определяем	 для	 этого	 случая	 допускае‐
мую	величину	момента	 m :	
	

































При	непосредственном	нагружении	балки	 AB 	  6 м 	 силой	
F 	 посередине	 пролета	 (рис.	 10.8)	 оказалось,	 что	 максимальные	
напряжения	 в	 опасном	 сечении	 превышают	 допускаемые	 напря‐
жения	   	на	30	%.	Для	устранения	перенапряжения	на	балку	 AB 	
была	установлена	вспомогательная	балка	 CD .	Определить,	какую	
длину	 a 	должна	иметь	балка	 CD ,	чтобы	 max 	в	балке	 AB 	не	пре‐
































 max 4/M F a  .	
	
Перезагрузка	 балки	 AB 	 приво‐
дит	 к	 снижению	 в	 ней	максималь‐
ных	напряжений	до	значения	  :	
			


















③	Так	 как	 значение	 / xF W 		
в	 обоих	 случаях	 одинаково,	 при‐
равниваем	 правые	 части	 уравне‐
ний	и	определяем	длину	вспомога‐
тельной	 балки	 CD ,	 которая	 обес‐
печит	прочность	балки	 AB :	
	




















Двутавровая	 балка	№	20	  3184 смxW  	 длиной	 4 м 	 посе‐




ли	   140 МПа.  В	 случае	 перенапряжения	 определить,	 в	 каком	






























max 217 140 100 % 55 %
140











например,	 на	 расстоянии	 a 	 от	 левой	
опоры	 (рис.	 10.9,	 в).	 Изменив	 расчет‐
ную	схему,	определяем	опорные	реак‐




0 :AM  	 0BR Fa   		 /BR Fa  	;	
	




0 : 0A BY R R F       0/ /F a Fa F      	.	
	
Максимальный	 изгибающий	 момент	 для	 данной	 схемы		
(рис.	10.9,	г)	
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       	
	
которое	решаем	относительно	неизвестного	 a 	–	расстояния	от	ле‐
вой	опоры,	на	котором	следует	приложить	силу	 F ,	 чтобы	макси‐
мальные	напряжения	в	балке	стали	равны	   .	В	результате	ре‐
шения	получаем	два	корня:	 1 0,8 мa  	и	 2 3,2мa  .	Таким	образом,	
чтобы	прочность	балки	была	обеспечена,	 силу	 F следует	прикла‐





















   3 4 4 max6 8 3 249, 25 ; 4/12 /12xI a a a a y a     	
	
4 3






























определить	 размер	 a 	 тав‐
рового	сечения	(рис.	10.11),	





  раст 60МПа , 		




①	Составляем	 уравнения	 равновесия	 для	 балки	 и	 определяем	
реакции	опор	  7,5 кН и 27,5 кНA BR R  .	Стоим	эпюру	M .	
②	Определяем	 положение	 центра	 тяжести	 и	 нейтральной	 оси	
сечения,	а	также	момент	инерции,	выраженный	через	a :		
	




S a a a a a a
y a
A a a a a





     2 33 2 44 4 0,5 2 2 4 ./12 /12xI a a a a a a a a a a a         	
	
③	Так	 как	 балка	 выполнена	 из	 хрупкого	 материала,	 который	
неодинаково	 сопротивляется	 растяжению	 и	 сжатию,	 опасными	






оси,	растягивающие	напряжения	могут	превысить	  раст .	Поэто‐
му	при	проектировании	балки	следует	рассматривать	оба	сечения	
и,	 записав	 условие	 прочности	 для	 каждого	 из	 них	 для	 наиболее	
нагруженных	точек	на	растяжение	и	сжатие,	подобрать	размер	 a ,	
обеспечивающий	 прочность	 элемента.	 Из	 полученных	 значений	
размера	a 	окончательно	принимают	большее.	
	


























































Сечение	C:			 max ( ) 7, 5 кН м.СM  	
В	этом	сечении	расчет	на	прочность	делают	только	для	растя‐
нутых	волокон	с	ординатой	в	сечении	 max (раст) 2y а :	
	



























Для	 заданной	 балки	 (рис.	 10.12	а)	
подобрать	 сечение	 двутавр	 и	 сечение	
в	виде	двух	швеллеров.	Проверить	проч‐
ность	балки	по	касательным	напряже‐
ниям.	Для	стали	принять	   160МПа 	





перечных	 сил	 и	 моментов	 и	 устанав‐
ливаем	опасные	сечения:		
	

























3 4 отс 3
330мм, 140мм, 7,0 мм ,












ональнее	 выбирать	 меньший	 профиль,	 что	 позволит	 снизить	 вес	 кон‐
струкции	и	ее	стоимость.		
	
















      
  	
	













   (1) (1)2 2 2 2 ,/ / / /x x x xW I h I h W   	
	






























3 4 отс 3
(1) (1) (1)
240мм 90мм 5,6 мм,
242 см 2900 см 139 см .
, ,







Так	 как	 момент	 сопротивления	 подобранного	
профиля	меньше	расчетного,	определяем	перена‐





















max 165,3 160100% 100% 3,3%
160
   




что	 находится	 в	 пределах	 допускаемого	 значения,	 поэтому	 окон‐
чательно	принимаем	швеллер	№	24.	
Проверяем	 прочность	 сечения	 по	 касательным	 напряжениям,	
учитывая,	 что	 оно	 состоит	 из	 двух	 одинаковых	 профилей	 	 и	 его	






60 10 2 139 10
25,7МПа ,
















Для	 деревянной	 балки	 (рис.	 10.13	 а)	 подобрать	 два	 сечения:	
прямоугольное	с	отношением	сторон	 2/h b  	и	круглое	диаметром	







0 : 2 1 2 3 0A BM m q F R         	
	
8 кНBR  	;	
	
0 : 2 2 1 3 0B AM m q F R         	
	
12 кНAR   . 
	
Выполняем	 статическую	 проверку	
и	 строим	 эпюру	 моментов.	 Опасным	




 22 32/6 /6 2/3xW bh b b b    	
	
 max maxmax 32 3/x
M M
W b
      		
		

















3 32/xW d   		
	
 max maxmax 3 32/x
M M
W d






















④	Определим	 размеры	 прямоугольного	 се‐
чения,	 которое	 можно	 выпилить	 из	 получен‐
ного	 круглого,	 чтобы	 момент	 сопротивления	
этого	 прямоугольника	 xW 	 имел	 наибольшее	
значение	(рис.	10.13	г).	
Из	рис.	10.13	г	видно,	что	 2 2 2d b h  .	Тогда	
момент	 сопротивления	 прямоугольника,	 вы‐
раженный	через	d :	
	
 2 22 2 32 2 2
6 6 6 6x
b d bbh bd b
W h d b

       .	
	






6 2 3 3
d
d
xW d b db
b
         	
	




Работающий	на	изгиб	 элемент	представляет	 собой	 тонкостен‐
ную	трубку	 с	 соотношением	диаметров	 1,2D d 	 (рис.	 10.14).	По‐
добрать	 размеры	 D 	 и	 d ,	 если	 в	 опасном	 сечении	 элемента	




































Для	 заданной	 балки	 (рис.	 11.1)	 постоянной	жесткости	 xEI 	 оп‐







никающих	 на	 конце	 консоли	 от	 каждой	 на‐
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Для	 заданной	 балки	 (рис.	 11.2)	 подо‐
брать	 сечение	 двутавр,	 чтобы	 макси‐
мальные	напряжения	в	ней	не	превыша‐
ли	   160МПа  ,	 а	максимальный	про‐







①	 Опасным	 на	 балке	 является	 сечение	 в	 середине	 пролета,	 где	
действует	максимальный	изгибающий	момент	 2max 8/M q  	и	воз‐
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Используя	метод	начальных	параметров,	 для	 заданной	 стальной	









































x z x A
F z q zR z
EI EI M z
 
       				(11.1)	
	




2 6 6 24
A A
x z x x
F z q zM z R z
EI y EI y EI z
 
       (11.2)	
	
где	начальные	параметры	в	заделке	 0 00 и 0x xEI y EI   .	
	
③	В	уравнение	(11.1)	подставляем	числовые	значения	внешних	
сил	 и	 определяем	 угол	 поворота	 B 	 на	 конце	 консоли,	 т.	е.	 при	
4 мz  :	
	
   2 32 2
/ 4м
50 4 2 10 4 230 4
40 4 6,7кН м
2 2 6x B z
EI  
 





0,003 рад 0,17 .
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Для	балки,	выполненной	из	двутавра	№	22	  42550 смxI  ,	ис‐
пользуя	метод	начальных	параметров,	определить	углы	поворота	
опорных	сечений	и	построить	изогнутую	линию	балки	(рис.	11.4).		





равновесия	 и	 определяем	 ре‐
акции	опор:	
	
0AM   		 45 кНBR   ;	
	




0 4 0.: A BY R R F q      	
	
②	Помещаем	 балку	 в	 сис‐
тему	 координат	 ,Z Y 	 с	 нача‐
лом	 в	 крайнем	 левом	 сечении	
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Bq z R z 																																													(1.4)	
	
③	Используя	 кинематические	 условия	 на	 опорах,	 определяем	
начальные	параметры:			
	
/ 0 0x A zEI y   				 0 0xEI y  	;	
	
 / 4м 0:x B zEI y 	
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3 2 43
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4 1 4 2 4 24
4 0
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⑤	 Используя	 уравнение	 углов	 поворота,	 определяем	 углы	по‐
ворота	опорных	сечений	 A 	и	B :	
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40 4 1 10 4 235 4
36,7 20 4 2
2 2 6
9,97 кН м
x B zEI  
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ния	прогибов	определяем	прогибы	сечений	 , , , иA C K B D :	
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Отрицательные	 значения	 прогибов	 показывают,	 что	 рассмот‐
ренные	сечения	прогибаются	вниз,	т.	 е.	 в	отрицательном	направ‐
лении	оси	 Y .	 Отложив	 в	масштабе	 эти	 значения	 от	 прямолиней‐
ной	 оси	 и	 соединив	 их	 плавной	 кривой,	 получаем	 изогнутую	 ли‐
нию	 балки.	 При	 этом	 для	 правильного	 ее	 построения	 следует	
ориентироваться	 на	 эпюру	 моментов	 и	 помнить,	 что	 она	 всегда	






Для	 двутавровой	 балки	 №	 24	  4 53460 см 2 10 МПа,xI E  








0AM   		 45 кНBR  	;	
	




0 : 2 0.A BY R R F q      			
	
②	Помещаем	балку	в	систему	координат	 ,Z Y 	(рис.	11.5	б).	Рас‐
пределенную	 нагрузку	 q ,	 поскольку	 она	 обрывается	 и	 не	 дохо‐	
дит	 до	 конца	 балки,	 продлеваем	
до	 крайнего	 правого	 сечения	 и	
для	 восстановления	 действитель‐
ных	 условий	 работы	 балки	 вво‐
дим	 компенсирующую	 нагрузку	
'q 	 такой	 же	 величины,	 но	 обрат‐
ного	 направления.	 На	 рис.	 11.5	б	
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Для	 двутавровой	 балки	 №	 30	
 4 57080 см 2 10 МПа,xI E   ,	 нагру‐
женной	на	опоре	моментом	 30кН м,m 
определить	 максимальный	 прогиб	 f 		










/A BR R m   .	
	



















EI y EI y EI z
   




раметры	 0xEI y 	и	 0xEI  :	
	
/ 0 0x A zEI y   			 0 0xEI y  	;	
	
  33
0 0/ 0 : 06 6
/A
x x xB z
mR




































гибов,	 то	 экстремальное	 значение	 эта	функция	будет	иметь	в	 се‐
чении,	где	ее	производная,	т.	е.	угол	поворота,	равна	нулю.	Опреде‐
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0,54 мм .













Балка	длиной	 6 м ,	лежащая	на	
двух	опорах	(рис.	11.7),	выполнена	из	
стали	  52 10 МПаE   	и	имеет	сече‐
ние	с	 4450 смxI  .	На	опоре	B 	к	балке	
приварена	 стойка	 длиной	 0,5мb  .	
Определить,	 на	 какое	 расстояние	 a 	
переместится	 верхний	 конец	 стойки	
при	 нагружении	 балки	 моментом	
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/ 0 0x A zEI y   			 0 0xEI y  	;	
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2
0 80 кН мxEI    	.	
	









EI      	
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 5 42 10 МПа, 3521 смxE I   	длиной	
5м 	 на	 конце	 консоли	 нагружена	
силой	 20 кНF  	 (рис.	 11.8).	 Опреде‐
лить,	 на	 каком	 ближайшем	 расстоя‐
нии	 X 	 от	опоры	 A 	 следует	располо‐
жить	 опору	 B ,	 чтобы	максимальный	
прогиб	 точки	 приложения	 силы	 не	






			 0AM   	 /BR F X  	;	
	
			 0BM   	   /AR F X X  	.	
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где	 0 0xEI y  ,	 а	из	условия	 / 0x B z XEI y   	 определяем	второй	на‐
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④	Задаем	координату	конца	консоли	 z   	и	записываем	урав‐
нение	для	заданного	прогиба	 f :		
	













      
   
 


















       	
2 10 23,31 0X X   ,	
	
решением	которого	являются	два	корня:	 1 3,7 мX  	и	 2 6,3 мX  .	
Второй	 корень	 не	 соответствует	 данной	 задаче,	 поскольку	
2 .X   	Поэтому	окончательно	принимаем	 3,7 мX  .	
Таким	 образом,	 опору	 B 	 следует	 располагать	 от	 опоры	 A 	 на	
расстоянии	 3,7 мX  	и	более.	В	противном	случае	при	более	близ‐
кой	установке	опоры	B 	конец	консоли	получит	перемещение,	пре‐
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